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RESUME: Quelques applications de l'Ansatz de Bethe 

L'Ansatz de Bethe est une methode utilisee dans les modeles quantiques integrables 
pour une resolution explicite de ceux-ci. Cette methode est exposee ici dans un cadre 
general, valable pour les chaines de spin quantiques ID, les modeles statistiques sur reseau 
(du type modeles de vertex) 2D et les theories des champs relativistes a 1 dimension 
d'espace et 1 dimension de temps. Le lien avec les groupes quantiques est explicite. 
Plusieurs applications sont alors presentees. Le calcul des corrections de taille finie est 
effectue par deux methodes: les Equations Non-Lineaires Integrales, que Ton applique a 
l'etude des etats du modele de Toda affine en constante de couplage imaginaire sur un 
espace compactifie, et leur interpolation entre la region de haute energie ( ultra- violette) 
et de basse energie (infra-rouge); et les Equations d'Ansatz de Bethe Thermodynamique, 
ainsi que les Equations de Fusion qui leur sont associees, dont on se sert pour determiner 
la thermodynamique du modele de Kondo multi-canal generalise. Ce dernier est ensuite 
etudie plus en detail, toujours par l'Ansatz de Bethe et les groupes quantiques, de fagon 
a caracteriser le spectre des excitations de basse energie. 

★ mots-cles: modeles integrables, diffusion factorisee, Ansatz de Bethe, groupes quantiques, 
effet Kondo. 

ABSTRACT: A few applications of the Bethe Ansatz 

The Bethe Ansatz is a method that is used in quantum integrable models in order 
to solve them explicitly. This method is explained here in a general framework, which 
applies to ID quantum spin chains, 2D statistical lattice models (vertex models) and 
relativistic field theories with 1 space dimension and 1 time dimension. The connection 
with quantum groups is expounded. Several applications are then presented. Finite size 
corrections are calculated via two methods: The Non-Linear Integral Equations, which 
are applied to the study of the states of the affine Toda model with imaginary coupling, 
and their interpolation between the high energy (ultra-violet) and low energy (infra-red) 
regions; and the Thermodynamic Bethe Ansatz Equations, along with the associated 
Fusion Equations, which are used to determine the thermodynamic properties of the gen- 
eralized multi-channel Kondo model. The latter is then studied in more detail, still using 
the Bethe Ansatz and quantum groups, so as to characterize the spectrum of the low 
energy excitations. 

★ keywords: integrable models, factorized scattering, Bethe Ansatz, quantum groups, 
Kondo effect. 
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Introduction 



Pendant les trois ans qu'a dure mon travail de these, j'ai consacre un temps a peu 
pres egal a deux sujets: les modeles de matrice et les modeles integrables. Nous allons 
dans cette introduction expliquer les enjeux de ces deux themes de recherche; par la 
suite, il ne sera plus question que de modeles integrables, pour des raisons qui vont etre 
exposees ci-dessous. Dans tout ce qui suit, les chiffres romains designent les articles que 
j'ai ecrits et qui sont places en appendice; ainsi, [IV. 3.1] designe la section 3.1 de Particle 
IV, tandis que (III. 2. 7) designe Pequation (2.7) de Particle III. Nous ne donnerons aucune 
reference dans cette introduction, celles-ci etant contenues dans les articles et/ou dans le 
texte de la these. 

Les modeles de matrices ont de multiples applications physiques: gravitation quan- 
tique bidimensionnelle, statistique des membranes, physique des systemes desordonnes. 
Le point commun de ces differents domaines est la possibillite de se ramener au calcul de la 
fonction de partition - ou de fonctions de correlations d'observables - de modeles dont les 
champs sont des matrices N x N, ou la taille N est generalement supposee grande. Dans 
les cas les plus simples, le calcul est effectue en se ramenant a un point de col sur les valeurs 
propres des matrices. Je me suis pour ma part interesse a un certain nombre de methodes 
mathematiques pour traiter des cas plus compliques: developpement en caracteres, points 
de col non-triviaux, problemes d'inversion fonctionnelle, etc. J'ai applique certaines de 
ces methodes dans les articles [I,II,V], que je vais maintenant brievement presenter. 

Le probleme qui est a la base de [I, II] est le suivant: en physique nucleaire et en 
physique des systemes desordonnes, on represente les Hamiltoniens de systemes com- 
plexes ou desordonnes par des matrices aleatoires de grande taille. On s'interesse alors a 
la statistique des niveaux (valeurs propres des matrices) . Une donnee a priori est la loi de 
probability des matrices: de celle-ci dependent evidemment les proprietes statistiques des 
niveaux. Ainsi, si le Hamiltonien possede une symetrie, de telle sorte qu'on peut le diag- 
onaliser par blocs dans les differentes representations de cette symetrie, alors les valeurs 
propres appartenant a des representations distinctes seront totalement incorrelees. A 
Poppose, pour une mesure raisonnablement reguliere sur Pespace des matrices, des argu- 
ments elementaires (determinant de Van Der Monde dans la mesure exprimee en termes 
des valeurs propres) montrent que les differents niveaux ont tendance a se repousser. 
II est done essentiel de comprendre jusqu'a quel point les proprietes statistiques des 
niveaux sont affectees par le choix de la mesure. On recherche en particulier des classes 
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d'universalite de mesures pour lesquelles, dans la limite de taille infinie des matrices, les 
correlations entre valeurs propres acquierent la meme forme. 

II existe une certaine classe de modeles pour lesquels les fonctions de correlation 
des valeurs propres se factorisent sous forme de determinant (Eq. (1.1.2)); dans ce 
cas, l'analyse des correlations est grandement facilitee, et on a en particulier acces a 
la fonction d'espacement des niveaux, qui est Tune des principales quantites physiques 
recherchees. Dans [I], il est prouve que pour une classe de modeles assez large, une telle 
formule de determinant existe. Dans [II] est developpee une nouvelle methode pour ex- 
primer le noyau qui apparait dans la formule de determinant, a travers des equations aux 
derivees partielles qu'il satisfait. On parvient alors a demontrer I'universalite a courte 
distance de l'espacement des niveaux (courte distance voulant dire un espacement de 
l'ordre de 1/iV, N taille de la matrice). Les appendices de [II] contiennent quelques 
resultats complementaires obtenus par des methodes similaires, dont une demonstration 
elementaire de formules de developpements en caracteres. Les deux articles [I, II] s'auto- 
suffisent, et c'est pourquoi j'ai choisi de ne plus parler de cette partie de mon travail dans 
la suite de cette these. 

J'ai egalement applique des techniques assez proches, en particulier le developpement 
en caracteres deja evoque dans [II], dans mon dernier travail sur le modele a deux matri- 
ces avec terme en ABAB [V]. Ce modele, de par son developpement en diagrammes de 
Feynmann, est en fait un modele de surfaces discretisees (soit encore de gravite quantique 
bidimensionnelle) , sur lesquelles on dessine des boucles de deux couleurs (qui forment la 
matiere couplee a la gravite). L'article, tel qu'il est presente dans l'appendice, est encore 
au stade de brouillon, mais il montre que ce nouveau modele de possede des proprietes 
interessantes (transition de phase, point critique c = 1 . . .). Etant donne que le travail, 
au moment ou j'ai ecrit ce memoire de these, n'etait pas encore termine, il n'en sera plus 
question non plus dans ce qui suit. 

Passons done au deuxieme sujet, les modeles integrables, que j'etudie depuis environ 
deux ans. Je me suis plus precisement interesse a un certain nombre de theories des 
champs a deux dimensions, qui s'averent etre integrables. Qu'entend-on par la ? La de- 
finition classique d'integrabilite pour un systeme qui possede un nombre fini de degres de 
liberte suggere qu'une telle theorie doit posseder une infinite de quantites conservees qui 
commutent entre elles; on impose generalement a celles-ci une condition de localite appro- 
priee (sur des etats asymptotiques composes de particules eloignees les unes des autres, 
ces quantites se decomposent en somme de termes correspondant a chaque particule). 



2 



Ces lois de conservation ont pour consequence que la cinematique des theories 
integrables est extremement contrainte; c'est la qu'intervient de maniere cruciale le fait 
que l'on se place a 2 dimensions. On trouve les proprietes suivantes: a) II y a conserva- 
tion du nombre de particules, c'est-a-dire plus precisement que le nombre de particules 
d'une masse donnee est fixe, les particules de meme masse etant interchangeables^ . b) 
II y a diffusion factorisee des particules (sans reflexion possible pour des particules de 
masses differentes): la diffusion d'un nombre quelconque de particules se factorise comme 
produit de diffusions de 2 particules; la condition de coherence de cette factorisation est 
l'equation dite de Yang-Baxter, sur laquelle nous reviendrons en detail. II existe des 
solutions non-triviales des equations de Yang-Baxter, c'est-a-dire correspondant a des 
matrices S de diffusion non-diagonale; nous utiliserons pour notre part les solutions dites 
rationnelles et trigonometriques. 

L'existence d'une infinite de quantites conservees qui commutent entre elles s'avere 
n'etre qu'une partie de la symetrie des modeles integrables; en etudiant Palgebre de 
Yang-Baxter associee aux equations du meme nom, il s'avere que l'objet algebrique 
qu'il convient de considerer est ce qu'on appelle les groupes quantiques Chaque solu- 
tion des equations de Yang-Baxter est naturellement reliee a un groupe quantique 2 , qui 
est represents par une algebre d'operateurs sur le Hilbert de la theorie. 

Arrivons-en au sujet central de cette these: l'Ansatz de Bethe est une methode 
developpee originellement pour diagonaliser le Hamiltonien de chaines de spins integrables, 
et dont on verra qu'il peut egalement conduire, dans une limite d'echelle appropriee, a une 
description complete de theories quantiques des champs integrables (spectre, matrices S, 
etc). L"'Ansatz", dans la formulation originelle de Bethe, consiste a supposer une cer- 
taine forme de la fonction d'onde, afin de diagonaliser le Hamiltonien. Dans cette these, 
nous ferons appel a une version plus abstraite de l'Ansatz de Bethe, nommee Ansatz de 
Bethe algebrique. 

En comparant les deux paragraphes precedents, on se rend compte, que, pour que 
la procedure de diagonalisation de l'Ansatz de Bethe ait un sens, il faut que l'algebre 

1 Pour une theorie non-integrable, la conservation du nombre de particules n'a en general 
lieu que dans la limite non-relativiste (c — > oo), ou la production/annihilation de particules est 
supprimee, et qui nous ramene a un probleme de mecanique quantique non-relativiste. 

2 Ceci n'est strictement vrai que pour les solutions rationnelles/trigonometriques. Pour les 
solutions elliptiques, il faut considerer un objet mathematique un peu plus general (groupe 
quantique elliptique). 
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de symetrie du modele ne soit pas trop grosse (sinon, il y aurait une trop grande 
degenerescence du spectre). Or, les groupes quantiques associes aux solutions de Yang- 
Baxter qui nous interessent (solutions avec parametres spectraux) sont des groupes quan- 
tiques affines, c'est-a-dire intuitivement des symetries de dimension infinie. Ceci nous 
amene a Tune des ambiguites fondamentales de l'Ansatz de Bethe: pour resoudre un 
modele integrable, l'Ansatz de Bethe nous force a briser l'enorme symetrie sous-jacente ! 
En pratique, on diagonalise le Hamiltonien sur un espace compactifie de longueur finie, 
alors que les groupes quantiques (affines) ne sont typiquement des symetries que sur un 
espace non-compactifie 3 . La symetrie complete ne reapparait que dans la limite de taille 
infinie de Fespace. On verra que Ton peut tout de meme restaurer un "sous-groupe de 
dimension finie" de la symetrie complete sur un espace de taille finie, a condition de pren- 
dre des conditions aux bords particulieres: celui-ci joue alors le role habituel de groupe de 
symetrie globale (comme SU(2) dans le modele de spins de Heisenberg) du modele. On 
verra egalement que cette subtilite rend difficile la comparaison entre l'Ansatz de Bethe 
et la Theorie Conforme (deux domaines dans lesquels la notion de groupe quantique joue 
un role-cle), du fait qu'en theorie conforme on suppose generalement Fespace compactifie 
(quantification radiale). 

Une fois emise cette reserve, on verra que l'on peut tout de meme extraire de l'Ansatz 
de Bethe l'essentiel de la physique des modeles integrables connus. Nous reprendrons tout 
d'abord l'exemple historique de la chaine de spins XXX (chapitre 1), et nous verrons 
comment une legere generalisation de ses equations d'Ansatz de Bethe decrit egalement 
d'autres theories reliees. Nous introduirons sur ce cas particulier l'une des notions-cle de 
cette these, celle d'Equations d'Ansatz de Bethe physiques. Le contenu du chapitre [E]est 
tres classique, et nous adopterons done une demarche synthetique et moderne (mais qui 
reste suivable pas-a-pas) pour le parcourir. 

Le chapitre |2] contient l'essentiel de la technique necessaire pour les applications de 
l'Ansatz de Bethe que l'on a en vue. Tout d'abord, une breve introduction aux groupes 
quantiques, qui, volontairement, ne rentre pas plus dans les details mathematiques qu'il 
n'est juge utile, permet de replacer le cas particulier etudie au chapitre [I] dans un con- 
texte plus general; ceci permet alors d'en etudier un certain nombre de generalisations, et 

3 Notons que cette approche est strictement non- historique, puisqu'on a d'abord resolu des 
modeles avec des conditions periodiques aux bords (ou l'algebre de Yang-Baxter sufnt a assurer 
la solubilite), puis on s'est rendu compte que la limite thermodynamique faisait apparaitre une 
symetrie plus grande . . . 
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d'analyser les Equations d'Ansatz de Bethe associees. Bien qu'une partie du chapitre |2] 
soit constitute de resultats bien connus, la maniere dont ils sont presentes et les commen- 
taires qui les accompagnent me sont propres. En particulier, les sections 2.3.3, \2.3.4 et |2.5 
contiennent des observations nouvelles. Egalement, nous nous appuierons de plus en plus, 
au fur et a mesure des generalisations, sur les diagrammes qui representent les Equations 
d'Ansatz de Bethe: bon nombre de phenomenes physiques se "voient" sur ces diagrammes. 

Nous rentrerons dans le vif du sujet avec le chapitre |3|. Celui-ci presente les Equa- 
tions d'Ansatz de Bethe Thermodynamique, qui gouvernent les systemes a temperature 
finie, puis les Equations Non-Lineaires Integrales qui sont reliees aux systemes sur un es- 
pace de taille finie. Nous tenterons en particulier de comprendre en detail la signification 
des resultats de [IV], obtenus grace aux Equations Non-Lineaires Integrales du modele 
de Toda affine en constante de couplage imaginaire. 

Enfin, nous appliquerons les techniques des chapitres [2| et ^ a l'etude du modele 
a principal SU(N) et de sa generalisation, le modele de Wess-Zumino-Witten SU(N). 
Nous obtiendrons pour ce dernier un certain nombre de resultats non publies, en partic- 
ulier une description explicite des excitations de basse energie. Nous nous interesserons 
alors a un modele intimement lie au modele de Wess-Zumino-Witten qu'est le modele 
de Kondo. En plus des resultats physiques nouveaux obtenus dans [III], nous tenterons 
d'elaborer une vision intuitive de la physique de basse energie du modele de Kondo 
dans ses differents regimes, et ce en particulier grace aux Equations d'Ansatz de Bethe 
Physiques. 
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1. L'Ansatz de Bethe: la chaine XXX 



L'Ansatz de Bethe est une methode qui permet la diagonalisation explicite du Hamil- 
tonien de theories integrables. Les etats propres dependent de nombres complexes appeles 
les parametres spectraux; ceux-ci verifient un systeme d'equations algebriques couplees, 
les Equations d'Ansatz de Bethe (BAE). Dans une limite thermodynamique a definir, ces 
equations se reduisent a des equations lineaires integrates pour les densites de ses racines. 

Les paragraphes qui suivent rappellent brievement la solution de la chaine de spins 
XXX (1.1.1) et de modeles relies (i.i.& JPjp par l'Ansatz de Bethe ( |7TTT^ - [7TT7^ ) ; puis 
les equations continues qui apparaissent dans la limite thermodynamique (section |1.2| ). 
Nous expliquerons en particulier la distinction entre Equations d'Ansatz de Bethe Nues 
et Equations d'Ansatz de Bethe Physiques l \1.2.f§ . 

De maniere generale, nous insisterons plus sur la theorie des champs continue que 
Ton obtient dans une limite d'echelle relativiste que sur les modeles de depart (de type 
"chaine de spins"); a plusieurs endroits, tout au long de cette these, nous supposerons 
que nous avons affaire a une theorie des champs relativiste pour faire un calcul, bien que 
ce ne soit souvent pas indispensable. 

1.1. L'Ansatz de Bethe Algebrique 

Nous allons maintenant passer en revue plusieurs modeles dont la resolution passe 
par l'introduction d'un operateur que nous nommerons matrice de transfert, et dont la 
forme la plus generale sera consideree au 1.1.3. On procedera alors a la diagonalisation 
de cette matrice de transfert, grace a V Ansatz de Bethe Algebrique; celui-ci nous conduira 
aux Equations d'Ansatz de Bethe. 

1.1.1. La chaine de spins 1/2 XXX 

Considerons une chaine de spins quantiques 1/2 places sur M sites, avec des con- 
ditions de bord periodiques. Soit V = C 2 la representation de spin 1/2 de 577(2), et 
Vk = V l'espace du /c eme spin; le Hamiltonien Hxxx de la chaine de spin XXX, qui agit 
done sur l'espace de Hilbert H = (g)^ V k = V® M , est 

M 

Hxxx = 2 s fc • s fc+ i (1-1) 

k=l 

ou les composantes s^ (A = 1,2,3) de s^ sont les generateurs (hermitiens) de su(2), 
agissant sur le k eme site. On a la condition de periodicite Sk+M = sV 
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Le Hamiltonien Hxxx possede une invariance evidente SU(2): [Hxxx,S] = ou 
S = Yl!k=i Sfe- L'interaction entre spins est antiferromagnetique, done meme le vide de la 
theorie n'est pas trivial. 

Pour diagonaliser Hxxx, on introduit la matrice R agissant dans l'espace V <S> V: 

R(X) = ^ (1.2) 
A — % 

ou V permute les deux facteurs du produit tensoriel V <8> V , et A est un nombre complexe 
(le parametre spectral). Nous representerons R par une intersection (figure 1). 




Fig. 1: La matrice R(X). Le parametre A doit etre considere comme la difference 
des parametres spectraux des deux lignes qui se croisent: R(X) = i?i2(Ai — A2). 



On utilisera une notation courante dans les modeles integrables, qui consiste a placer 
en indice d'un operateur les espaces sur lequel il agit; ainsi, on notera R12 pour indiquer 
que la matrice R agit sur l'espace V\ ® V2, ou V\ et V2 sont deux espaces quelconques 
isomorphes a V. Sur un dessin, le premier indice correspond a la ligne qui est en-dessous 
de l'autre a gauche de l'intersection. 

Avec la convention de normalisation choisie^, R verifie la condition dite d'unitarite, 
qui peut etre representee par la figure 2. 

1 \ ^ / 1 

2 / — — ^ \ 2 

Fig. 2: La condition d'unitarite. 



"* Pour son application a la chaine XXX, la normalisation de la matrice R n'a aucune impor- 
tance et Ton pourrait la multiplier par une fonction (scalaire) arbitraire de A. Pour le modele 
NJL (cf section 1.1.2), l'unitarite est indispensable, sans qu'elle determine pour autant la nor- 
malisation de maniere unique - pour ce faire, on a besoin d'une autre condition que Ton verra 
plus loin: la symetrie de croisement, qui donne la "bonne" normalisation de R. 
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On voit d'emblee un premier avantage de la notation indiciee: en effet, on peut ecrire 
grace a elle la condition d'unitarite: 

Ri2(X)R 21 (-X) = 1 (1.3) 

alors qu'avec des notations plus explicites il faudrait ecrire: R(X)VR(—X)V = l 5 . Pour 
A reel, R 2 i(—X) = #12 (A) t et done R(X) est unitaire. 

R possede aussi une propriete d'invariance SU{2) en ce sens que R commute avec 
Paction de SU{2) sur V®V . En termes de projecteurs Pi et Po sur les sous-representations 
irreductibles (de spins 1 et 0) de SU(2) dans V <g> V, on a R{X) =Pi + j^Pq. 

De plus, la matrice R verifie la celebre equation de Yang-Baxter [1]: 

Pi2(Ai — A 2 )-Ri3(Ai — A 3 )i?23(A2 — A 3 ) = i?23(A2 — A 3 )i?i 3 (Ai — A 3 )Pi 2 (Ai — A 2 ) (1.4) 
que Ton peut representer graphiquement par la figure 3. 




Fig. 3: L'equation de Yang-Baxter. On peut faire franchir a une ligne 
l'intersection de deux autres. 

Les matrices R agissent dans (1.4) sur deux de trois espaces Vi, V2, V3 quelconques 
isomorphes a V, les indices indiquant lesquels. Notons que si on lit les dessins de gauche a 
droite (et de haut en bas pour les lignes verticales), alors on obtient les expressions corre- 
spondantes de droite a gauche. Ce choix est conventionnel, et peut varier selon les auteurs. 

Le fait que la matrice R verifie l'equation de Yang-Baxter est essentiel, car e'est 
cette relation qui assure qu'il existe une algebre de Yang-Baxter sous-jacente [2], et done 
au final, l'integrabilite. 

5 Comme R commute avec V, on voit que Ton pourrait en fait ecrire plus simplement 
R(X)R(— X) = 1. Mais cette derniere propriete est moins generale. 
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Intro duisons maintenant un espace auxiliaire V a = V en plus de nos espaces 

physiques de spins Vi, et considerons la matrice de monodromie T a (X) agissant sur 
V a ®H: 6 

T a (X) = RaMWRaM-lW ■ ■ ■ Ral(X) (1-5) 

Les matrices R a i agissent sur le produit tensoriel de l'espace auxiliaire V a et d'un espace 
physique Vi (figure 4). Rappelons que a n'est pas un indice (qui pourrait prendre des 
valeurs), mais bien le label designant l'espace auxiliaire V a . 

1 2 M-l M 



Fig. 4: La matrice de monodromie T a (X). 

En considerant deux espaces auxiliaires V a et V5, done deux matrices de monodromie 
T a et T5, et en appliquant a repetition (1.4), on obtient les "relations RTT" (figure 5): 



i? ab (A - fx)T a (X)TM = T b (jj)T a {X)R ab {X - fx) 



;i.6) 



M 



M 



b 




• • • 






• • • 




H 


n 




zx:=xz 








a 

X 










n 





Fig. 5: Les relations RTT. 



On a pris dans (1.4) Fun des 3 parametres spectraux egaux a zero; il aurait pu etre 
non nul si nous l'avions incorpore dans la definition ( |1.5|) de la matrice de monodromie 
(en fait, on peut meme plus generalement considerer une matrice de monodromie inho- 
mogene, ce que nous ferons au Si Ton avait laisse le troisieme parametre spectral, 

l'equation ( p..6|) serait exactement de la meme forme que ( |1.4|) ; nous reviendrons sur ce 
point lorsqu'il sera question de fusion (section |2.3|) . 



6 Pour suivre rigoureusement la notation qui consiste a placer en indice l'espace sur lequel 
les operateurs agissent, il faudrait noter: T a n(X), mais nous supprimerons systematiquement les 
indices 7i. 



10 



Introduisons finalement la matrice de transfert T(A) 

T(A)=tr a (T a (A)) (1.7) 

qui est un operateur sur H obtenu en prenant la trace de T a (X) sur l'espace auxiliaire V a . 

Les relations RTT (1.6) impliquent, R etant inversible, que les matrices T(A) com- 
mutent entre elles pour des valeurs differentes du parametre spectral: 

[T(A),T(/*)] = (1.8) 

Elles peuvent done etre diagonalisees simultanement. Comme (A + z) M T(A) est un 
polynome de degre M en A, on obtient ainsi M quantites independantes qui commu- 
tent (cf la definition classique d'integrabilite). Calculons les premieres en developpant 
T(A) autour de A = 0; on trouve que 

T(A = 0) = V aM V aM -i ...V al (1.9) 

est l'operateur de translation discrete sur la chaine periodique (figure 6). 



1 2 M-1 M 




Fig. 6: La matrice de transfert T(A = 0). C'est en fait la matrice de monodromie 
qui est representee, car pour prendre la trace sur l'espace auxiliaire, il faudrait 
refermer le trait horizontal sur lui-meme. 

On a done T(A = 0) = e _iPa , ou P est l'operateur d'impulsion, et a est la distance 
entre 2 sites voisins. On peut aussi considerer l'impulsion par site: p = P/M de sorte 
que T(A = 0) = e~ tpL ou L = Ma est la longueur de la chaine. 

Ensuite, on developpe au premier ordre T(A) (figure 7) et on utilise la relation 
V k k+i = l/2 + 2s fc - 4+i ; on obtient 



12 k k+1 M-1 M 




Fig. 7: Un terme dans le developpement au premier ordre de T(A) en A = 
(multiplie par T(0) _1 ). 



11 



-T(A)- 1 -^-T(A)| A=0 = -M/2 + Hxxx (1.10) 

done Hxxx est Pun des M Hamiltoniens commutant entre eux. On a ainsi ramene la 
diagonalisation de H X xx a celle de T(A). 

1.1.2. Le modele de Nambu-Jona-Lasinio (NJL) SU(2) 

Considerons a present un autre modele, le modele de Nambu-Jona-Lasinio [3] (par- 
fois aussi nomme modele de Gross-Neveu chiral) a deux dimensions. C'est une theorie 
des champs relativiste (une dimension d'espace, une dimension de temps); le Lagrangien 
est exprime en termes de fermions de Dirac (il y a done 2 chiralites) qui sont des doublets 
de U (2) et qui interagissent via une interaction a quatre fermions: 

L = ir$r-9%-r (i.n) 

a = 1, 2 est l'indice de doublets de U(2) et ji = 0, 1 est l'indice d'espace-temps. f 1 est le 
courant SU(2); explicitement, j^ A = ipaS^bl^^b, ou les S A sont les generateurs (hermi- 
tiens) de su(2) dans la representation doublet des fermions. Dans (1.11), il y a sommation 
sur les indices (tensoriels) repetes, comme partout dorenavant. 

Pour assurer la renormalisabilite du modele, il faudrait ajouter egalement un terme 
courant-courant U(l), mais comme il va s'averer que le secteur £7(1) de la theorie est 
trivial et se decouple, nous omettons ce terme. 

Le modele NJL est interessant car il exhibe un certain nombre de phenomenes 
physiques universels, tels que la generation dynamique de masse, la liberte asympto- 
tique [4], et d'autres plus specifiques a la dimension 2, comme l'apparition d'un secteur 
non-massif malgre l'impossibilite d'avoir des bosons de Goldstone, du fait que la symetrie 
chirale ne peut pas etre brisee. Tout ceci apparait dans sa solution par l'Ansatz de Bethe 
[5]. Precisons maintenant quelles sont les symetries du Lagrangien: 
o invariance sous SU (2). En fait, on a bien sur une symetrie U (2), mais, comme on l'a 
deja signale, le secteur U(l) de la theorie ne nous interesse pas, done on ne considere 
qu'une symetrie SU(2) 7 . L'invariance separee des deux chiralites sous Taction de 
SU{2) (symetrie SU(2) + x SU(2)-) est, elle, brisee par l'interaction. 

7 Notons que U(2) n'est que localement isomorphe a SU(2) x U(l): plus precisement 
U(2) = (SU(2) x C/(l))/Z 2 , done on ne peut pas "completement" decoupler [7(1) et SU(2). 
Nous reviendrons sur cette subtilite au chapitre 3. 
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o symetrie chirale U(l) 8 , done conservation du nombre de fermions gauches et droits. 
Cette derniere propriete est caracteristique d'une theorie dont la diffusion est fac- 
torisee (cf introduction); elle permet de se placer d'un point de vue dit de "premiere 
quantification" , e'est-a-dire de considerer le Hamiltonien a nombre fixe de particules. 
Fixons done le nombre de particules M du systeme. II est important de souligner que 
ces particules "nues", e'est-a-dire les fermions qui apparaissent dans le Lagrangien, ne 
sont pas les excitations physiques du modele. En effet, le vrai vide de la theorie contient 
un condensat de fermions, dont les excitations physiques sont des excitations collectives 
de spin. Nous extrairons ces dernieres par une procedure de limite d'echelle dans laquelle 
nous enverrons la densite lineique de fermions M/L a l'infini tout en maintenant une 
echelle de masse fixee, et recouvrerons ainsi l'invariance relativiste de la theorie. 

Commengons par considerer le cas M = 2. Si les deux particules sont de chiralites 
differentes, le Hamiltonien s'ecrit: 



ou xi et x 2 sont les positions des particules gauche et droite, et V permute les deux 
particules. Cherchons a resoudre l'equation de Schrodinger associee H|<&) = E\$>), avec 



Dans chacune des regions x\ < x 2 et x\ > x 2 , on peut choisir |<E>) sous forme d'onde plane: 



de fagon a satisfaire l'equation de Schrodinger avec E = p 2 — p\. Les composantes de 
spin de la fonction d'onde 4>\ et <f> 2 appartiennent, pour reprendre les notations du 1.1.1, 
a V <g> V. L'Ansatz (1.13) sur la forme de la fonction d'onde contient implicitement le 
fait que l'energie/impulsion est conservee separement pour chaque particule lors de la 
diffusion (ce qui est caracteristique d'une theorie integrable) . 

8 Cette symetrie - dont le courant developpe une anomalie, mais qui n'est pas brisee - inter- 
dit aux fermions d'avoir une masse: nous verrons qu'il y a effectivement un secteur non-massif 
de la theorie (le secteur J7(l)), mais il est trivial et se decouple du secteur en interaction (le 
secteur SU(2)), qui, lui, echappe a l'interdiction et possede une masse. 



H = i{d\ — d 2 ) + 4gS(xi — x 2 )V 






(1.13) 
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II faut ensuite assurer le "recollement" des deux solutions a x\ = X2; on verifie que 

si (f>2 = S ou la matrice S "nue" S |_ entre particules gauches et droites agit sur 

V <g) V et vaut 

alors |$) est vecteur propre de H. 

Si les deux particules sont de meme chiralite, il n'y a pas d'interaction entre elles, et 
on pourrait etre tente de prendre les ondes planes comme base des fonctions propres de H. 
Cependant, il y a une grande degenerescence dans le spectre, du fait que E = ±(pi + P2) 
ne depend que de pi + P2 et pas de chacune des impulsions separement. On peut tirer 
parti de ce fait pour prendre les vecteurs propres du meme type que (1.13), avec une 

matrice S ++ ou S reliant 4>\ et 4>2 a priori quelconque. Chaque choix de matrice S 

constitue un choix de base de fonctions propres. Gardons pour l'instant S ++ et £ 

arbitr aires; nous les fixerons ulterieurement. 

Considerons maintenant le systeme avec un nombre superieur de particules M; la i eme 
particule est de chiralite (+ pour les particules droites, — pour les particules gauches). 
On peut operer de la meme maniere que pour M = 2 et separer l'espace des positions 
(x±, . . . , xm) de nos particules en regions du type x a ^ < x a ^) < • • • < x<t(n)i ou °~ es ^ une 
permutation quelconque; dans chacune de ces regions, on a, avec des notations evidentes 

^ ai ...a M . . . } XM ) = ( { ) ai-aM e i(pix 1 + -+pMXM) ( 115 ) 

et l'energie totale vaut E = e\p\ + • ■ • + €mPm- 

A nouveau, a la frontiere entre deux domaines, soit quand x <i — x j ^ on doit utiliser 
la matrice Sij = S eiej correspondant aux chiralites des particules i et j et agissant sur 
les i eme et j eme indices de 0«i--- a ^. Nous utilisons ici la factorisation de la diffusion, en 
termes de diffusions successives entre 2 particules (lire a ce sujet [6]). 

Evidemment, cette procedure n'est coherente que si la definition de la fonction d'onde 
ne depend pas du chemin choisi lors des franchissements de frontieres successifs pour aller 
d'une region a une autre; on peut verifier que ceci impose pour seule condition, en de- 
hors des relations triviales SijSji = 1 (soit explicitement S + -VS^ V = S ++ VS ++ V = 

S VS V = 1), Pequation de Yang-Baxter pour les matrices S: 

Sij SikSjk = SjkSikSij (1.16) 
14 



Nous allons maintenant choisir ,S_|__|_ = S-- de telle fagon que (1.16) soit satisfaite. Pour 
ce faire, on observe que si Sij = R(9i — 0j), ou R est la matrice qui a ete definie dans 
(1.2), pour des parametres 9i bien choisis, alors d'apres (|1.4| ), ( |1.16|) sera automatique- 
ment satisfaite (et SijSji = 1 n'est autre que la condition d'unitarite de -R(A)). 

Prenons done 9i = €i/c, ou c est une nouvelle parametrisation de la constante de 



couplage: c = 4gr/(l — g ). On verifie que S |_, donnee par (|1.14[ ), vaut bien R(—2/c) . 

De plus, ce choix impose une matrice S non-triviale: S++ = S = V entre particules 

de meme chiralite. 

Maintenant que Ton a trouve les matrices S nues, on utilise une procedure standard 
pour parvenir a la matrice de transfert (et done aux equations d' Ansatz de Bethe) : celle 
du dephasage (phase shift). Elle consiste a considerer un espace compactifie de longueur 
L, ce qui revient a imposer des conditions au bord periodiques a la fonction d'onde 

°*f (xi, . . . , xm)- Plagons-nous par exemple dans la region x\ < x<i < . . . < xm, 
choisissons un certain Xk et augmentons-le de maniere a lui faire faire le tour des autres 
Xi\ on voit facilement que la condition x^ = x^ + L se recrit: 

e iPkL _ s kk _ x . . . SkiSkM ■ ■ ■ Skk+i (1-17) 

(1.17) doit etre interpretee comme une equation aux valeurs propres de l'operateur du 
second membre = Skk-i ■ ■ ■ SkiSkNfSkk+i, le vecteur propre correspondant etant 
^ai... a M (j e to e equation affirme que le dephasage de la k eme particule - tenant compte 
a la fois du dephasage libre e ipkL et de la diffusion sur les autres particules - apres un 
tour complet de Fespace compactifie vaut 1. La diagonalisation de permet done de 
calculer pk, et de la, le spectre du Hamiltonien. 



Finalement, on introduit comme au un espace auxiliaire V a = V , et la matrice 
de transfert T(A) definie par: 

T(A) = tr a (i? aM (A - 6 M )RaM-i(\ - 6 M -i) ■ ■ ■ #ai(A - 6 1 )) (1.18) 

(ou, rappelons-le, 9% = ±l/ c )- O n a alors la relation (figure 8): 

T/t = Skk-i ■ ■ ■ SkiSkM ■ ■ ■ Skk+i = T(A = 9k) (1-19) 



Ceci n'est en fait vrai qu'a une phase pres; mais le lecteur pourra verifier que la phase 
supplementaire n'a qu'un effet trivial, et qu'on peut done l'omettre. 
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M-1 



M 



Fig. 8: La matrice de transfert T(A = 6k). La ligne horizontale doit se refermer 
sur elle-meme. 

Cette identification nous permet d'affirmer que les commutent entre eux, ce qui 
est une condition de coherence de la construction que nous avons eflectuee (sinon il serait 
impossible de les diagonaliser simultanement, cf eq. (1.17)); et que nous avons ramene la 
diagonalisation du Hamiltonien a celle de la matrice de transfert T(A) definie par ( |1.18| ). 



1.1.3. Modeles statistiques sur reseau: modeles de vertex 

Les "matrices de transfert" que nous avons introduites pour les deux modeles 
precedents sont tres similaires: nous allons presenter maintenant un formalisme unifi- 
cateur, qui justifiera en meme temps la denomination de matrice de transfert. 

Considerons un modele defini sur un reseau rectangulaire 2D. A chaque ligne ver- 
ticale (respectivement horizontale), on associe un parametre spectral $i (resp. 6^). Les 
poids statistiques sont assignes aux vertex du reseau: chaque arete peut etre dans 2 etats, 
souvent representes par des fleches (figure 9) et le poids de Boltzmann associe au vertex 
depend des valeurs des aretes qui en partent. 



/\ \/ \/ \/ \/ \/ \/ /\ 



\/ /\ \/ 



M' 



/\ \/ \/ \/ \/ /\ 



\/ \/ \/ \/ \/ /\ 



. S/ 



\/ /\ \/ 



\/ \/ /\ 



\/ \/ \/ 



/\ /\ /\ 



/\ \/ \/ \/ /\ /\ \/ \/ \/ 



\/ \/ /\ /\ \/ \/ /\ \/ \/ 



/\ \/ /\ \/ \/ \/ 



\/ /\ \/ 



Fig. 9: Modele de vertex sur reseau. Si on suppose le reseau doublement 
periodique, les aretes sortantes doivent etre identifiers deux a deux. 
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II y a dans notre cas 2 4 = 16 configurations d'aretes possibles autour d'un vertex 
donne, mais seules 6 ont des poids non-nuls (notre modele est un cas particulier du modele 
a 6 vertex). Pour faire le lien avec la matrice R, nous allons placer les 16 poids (nuls 
ou non-nuls) sur une matrice 4x4: la ligne correspond a la configuration des aretes 
au-dessus et a gauche du vertex (dans Pordre: — >J,, — >f, <— J,, <— f), la colonne correspond 
a celles au-dessous et a droite (dans le meme ordre). Alors, le poids correspondant au 
vertex a l'intersection de la j eme ligne horizontale et de la k eme ligne verticale est par 
definition la matrice R(6j — 6k) dans la base standard de V = C 2 . Le moment est venu 
d'ecrire explicitement la matrice R(X): 



R(X) = 



(1 0\ 

A — % A — % 

^ 

A — % A — % 

\0 1/ 



(1.20) 



On verifie qu'il y a bien 6 poids non-nuls. Cette matrice R est dite rationnelle, du fait de 
sa dependance en A. Evidemment, pour que les poids soient reels, il faut que les 6j soient 
purement imaginaires: notre parametrisation de la matrice R est adaptee a un espace- 
temps a 1+1 dimensions, mais pour passer a la mecanique statistique a 2+0 dimensions, 
il faut effectuer la "rotation de Wick" A — > iX. 

Pour sommer sur les differentes configurations du systeme, il est naturel d'introduire 
les matrices de monodromie 

T(6'j\6i, . . . , 6m) = RaM(6j — 6M)RaM-l(6'j — 6m-i) ■ ■ ■ Ral(6'j — 6>i) (1-21) 

agissant comme au 1.1.1 sur le produit tensoriel de l'espace de Hilbert "physique" 
^ = ®fcf=i^fc = y® M , qui est ici associe aux valeurs des aretes verticales (plus precisement 
Vfc est associe a la k eme ligne verticale), et d'un "espace auxiliaire" qui s'identifie ici aux 
valeurs des aretes horizontales de la j erne ligne. Ce sont les matrices de monodromie 
inhomogenes (les inhomogeneites sont les 6\, . . . , 6m)- 

Considerons maintenant la fonction de partition du modele sur un reseau doublement 
periodique, de periodes M et M'\ pour tenir compte de la periodicite horizontale, on doit 
prendre la trace sur le "j' eme espace auxiliaire" , c'est-a-dire la j' eme ligne horizontale: 

TO9JI0!, ...,6 M ) = tr a (T a (^.|^, . . . , 6 M )) (1-22) 
17 



On voit ainsi apparaitre Tj = T(9'j\9i, . . . , 9m), les matrices de transfert (inhomogenes). 
Elles meritent ce nom, puisque la fonction de partition Z s'ecrit alors 

Z = tr w (T M /T M '-i...T 1 ) (1.23) 

Dans la limite M' — > oo, Z est dominee par les valeurs propres les plus grandes des Tj, 
et on est done amene a les diagonaliser. En vertu de l'equation de Yang-Baxter, les re- 
lations RTT (1.6) sont toujours valables pour les matrices de monodromie inhomogenes, 
et ainsi les Tj commutent: on peut done les diagonaliser simultanement. 

II est clair que les matrices de transfert introduites aux paragraphes precedents ne 
sont que des cas particuliers de la matrice de transfert T(9'\9i, . . . , 9m), pour des inho- 
mogeneites 9k particulieres: 9k = pour la chaine XXX, 9k = ±l/c pour le modele NJL. 

I.I.4. Diagonalisation de la matrice de transfert inhomogene 

Nous allons maintenant diagonaliser la matrice de transfert T(A|6>i, . . . , 9m), qui est 
la trace sur l'espace auxiliaire de la matrice de monodromie T a (A|6>i, . . . , 9m) (figure 10). 

8 1 8 2 V 

Fig. 10: La matrice de monodromie inhomogene. 

Nous representons les lignes verticales quelque peu inclinees (contrairement a la figure 
9), pour signifier qu'elles ont des parametres spectraux associes differents (on verra en ef- 
fet que les parametres spectraux s'interpretent comme des rapidites dans le Minkowskien, 
ou des angles dans l'Euclidien). 

La construction qui suit (Ansatz de Bethe Algebrique) est particulierement classique 
[7] et nous ne ferons done que la decrire brievement. 

Rappelons que SU(2) agit naturellement sur le Hilbert physique H et sur l'espace 
auxiliaire V a . Si Ton decompose la matrice de monodromie T a sur la base usuelle de 
l'espace auxiliaire V a (base de diagonalisation de S3, composante z du spin), on obtient 

r.(A|» I ,...,»„) = (*W bwj (124) 
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ou les A(A), B(A), C(A), D(A) (ces notations sont standard) sont des operateurs sur le 
Hilbert 7i. Ainsi T(A) = A(A) + D(A). Du fait de l'invariance SU(2) de la matrice R, 
B(A) diminue la composante S 3 du spin total (dans H) de 1, tandis que C(A) l'augmente 
de 1, et A (A) et D(A) commutent avec elle. 

Commengons done avec l'etat de plus haut poids |0) de H (vis-a-vis de la symetrie 
SU(2)); dans la base standard de V, on a 



(1.25) 



On verifie aisement que 



A(A)|0) = 

M \ - ft 
D(A)|0) = n x \ M 



(1.26) 



done \CL) est un etat propre de T(A). 

L'idee est alors d'utiliser B(A) comme operateur de creation d'une pseudo-particule 
(une excitation de spin du systeme, parfois nommee onde de spin) au-dessus du pseudo- 
vide que constitue \ft). Ainsi, on definit l'etat I*) (figure 11) 



|*>=B(A 1 )...B(A m )|f2> 



(1.27) 



ou les A Q sont des nombres complexes, qui doivent etre tels que \^) soit un etat propre 
de A(A) et D(A). 




Fig. 11: Construction de l'etat Les neches entourees de cercles symbolisent 
lesetats: |= (J), |= (°). 
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Comme la matrice de monodromie T(A) verifie les relations RTT (1.6), on dispose 
de relations de commutation pour ses composantes A(A), B(A), D(A), qui nous perme- 
ttent de calculer Taction de A(A) et D(A) sur |\&). A la suite d'un calcul classique, on 
trouve que |^) est vecteur propre si et seulement si les A Q verifient le systeme d'equations 
algebriques suivant: 

M 



Il£^7 = IIj£^7 (L28) 



f3=l " H k=l 



Ce sont les Equations d'Ansatz de Bethe (BAE). La valeur propre correspondante est 
alors donnee par: 



T(A)|^) 



n\ — X a + i -p-r A — 6k tt A — A a 
X - X 11 X - ft, -i 11 



A — A a f- \ A — 9k — i 1 \ A — A a 

fc=l a=l 



I*) (1-29) 



Nous admettrons egalement les resultats suivants: 

• Les etats ainsi construits ("etats de Bethe") sont des etats de plus haut poids 
vis-a-vis de SU(2); done leur spin S 3 = s = M/2 — m. En fait, quand A — » oo, on a 
B(A) ~ ou S~ = S 1 — zS 2 est l'operateur de descente. Admettons alors que les 
A a puissent prendre la valeur oo. On remarque que si (Ai, . . . , A m ) est une solution 
des BAE (1.28), alors (Ai, . . . , A m , oo, . . . , oo) en est une autre, avec la meme valeur 
propre (1.29): on peut inserer un nombre arbitraire de racines infinies, ce qui est 
bien sur une manifestation de la symetrie SU{2), et done atteindre ainsi les etats de 
poids inferieur dans les multiplets. 

• En considerant comme cela est explique ci-dessus les multiplets associes aux vecteurs 
de plus haut poids on obtient une base d'etats propres de T(A). 

• Les A a sont necessairement tous distincts (principe d'exclusion pour les excitations 
de spin). 

Ceci conclut la diagonalisation de la matrice de transfert. 

Pour interpreter les BAE ( |1.28| )-(1.29), on remarque qu'aussi bien au \1 . 1 . 1\ (chaine 
XXX) qu'au 1.1.2 (modele NJL) on ne considere que la valeur particuliere A = 9k du 
parametre spectral. Pour cette valeur D(A)|\E r ) = 0, et, decalant les A a de i/2, les 
equations ( |1.28| )-(1.29) se recrivent: 



Ai 



TT X "~ X x P + l = "TT ^ Q " + (L30a) 



n^t^ (1-306) 

a=l 
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ou, conformement aux notations du 1.1.2, e~ ipkL est la valeur propre de T(A = Ok)- 

On remarque alors que les equations ( |1.3U| ) ont exactement la meme forme que les 
equations de dephasage (|1.17| ): en effet, on peut considerer que ( |1.30a| ) decrit l'interaction 
de nos particules initiales de parametres spectraux Ok avec de nouvelles particules de 
parametres spectraux A a , et que ( |1.30fc| ) decrit l'interaction de ces nouvelles particules 
entre elles. Ces dernieres sont elles-memes sujettes a la diffusion factorisee, puisque 
seules des fonctions de X a — Xp apparaissent dans ( |1.305|) . La difference essentielle en- 
tre (|1.17|) et ( P-.3QI) tient au fait que dans (|1.30| ), la diffusion est diagonale: la matrice 
de monodromie correspondante n'a pas de structure matricielle. On peut encore dire 



que les pseudo-particules soumises aux equations (|1.30| ) n'ont pas de nombres quantiques 
internes. Ainsi, l'Ansatz de Bethe algebrique ramene un probleme de dephasage non 
diagonal a un probleme de dephasage diagonal. 

Terminons l'analyse des BAE par une autre remarque importante: les Ok, qui sont les 
parametres spectraux des particules "nues" de notre modele, sont fixes et ne dependent 
pas des impulsions pk de ces memes particules. De maniere plus generale (comme cela 
apparait dans les modeles de Hubbard ou de Kondo multi-canal, cf section 4.3, mais aussi 
dans les "Equations d'Ansatz de Bethe physiques" que nous introduirons plus loin), les 
Ok peuvent etre fonctions des pk- L'interpretation intuitive de l'absence de dependance 
des Ok en les pk dans le modele NJL est le decouplage spin/charge: les valeurs des pk, qui 
representent le secteur de charge U(l), n' influent plus sur les valeurs des rapidites A a , 
qui representent le secteur de spin SU(2). A l'inverse, les A a ne determinent les pk que 
modulo 2tv/L (eq. ( |1.3U6| )): on peut ajouter a pk un terme 2nnk/L, et le choix des nk 
correspond au choix de l'etat dans le secteur de charge. Ce dernier etant totalement triv- 
ial (fermion de Dirac libre decouple), nous supposerons a l'avenir que nous sommes dans 
l'etat fondamental du secteur de charge U(l) (ce qui correspond a un choix particulier 
des nk), et porterons notre attention sur le secteur 577(2). 

1.1.5. L'etat fondamental et les premiers etats excites 

Pour simplifier la discussion, nous allons a present nous concentrer sur la chaine XXX 
et le modele NJL (et laisser de cote, bien qu'ils puissent etre traites de la meme maniere, 
les modeles de vertex). De plus, nous supposerons que le nombre de sites/particules M est 
pair, et, pour NJL, que l'etat que nous considerons est de chiralite totale nulle, i.e. qu'il y 
a autant de particules gauches que droites: M + = M_ = M/2 (en effet, le vide et les etats 
de basse energie du secteur de spin verifient cette condition). Nous reviendrons plus loin 
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sur l'hypothese de parite. Enfin, pour le restant de cette section, nous garderons la dis- 
tance entre deux sites/inverse de la densite lineique de fermions fixee (selon le modele), de 
sorte que nous pouvons nous placer dans des unites telles que: a = 1, soit encore M = L. 

II s'agit desormais de chercher l'etat fondamental, c'est-a-dire de minimiser l'energie 
E. L'impulsion vaut P = J2k Vk pour les deux modeles considered, oil les pk sont donnes 
par (1.30): 

m 

Pxxx = - 2j[2 arctan(2A a ) + w] 

a=l 
m 

Pnjl = — yj [arctan(2(A a — 1/c)) + arctan(2(A Q + 1/c)) + n] 

(modulo 2n). Par contre, l'energie n'a pas la meme expression; pour la chaine XXX, il 
faut deriver l'impulsion par rapport au parametre spectral (cf eq. (1.10)), done 

m ^ 

a=l " 

Pour le modele NJL, avec des notations evidentes, on a: -Enjl = M/2 (p+ — p~), done 

m 

E NJL = [arctan(2(A Q + 1/c)) - arctan(2(A a - 1/c))] (1.32) 

Le choix de modulo pour -Z?njl equivaut a n'ecrire que la contribution a l'energie du 
secteur de spin. 

La caracteristique commune aux deux expressions de l'energie (1.31) et (1.32) est que 
la contribution de chaque pseudo-particule de rapidite A a est toujours negative. C'est 
d'ailleurs la raison pour laquelle on les appelle pseudo-particules. Le vide (ou etat fon- 
damental) n'est done pas le pseudo-vide introduit au \l.l-4\ - il est obtenu au contraire 
en remplissant la "mer de Fermi" de pseudo-particules (qui, rappelons-le, verifient un 
principe d'exclusion). 

La limite thermodynamique est obtenue en prenant M — > oo. Pour l'etat du vide, on 
peut montrer que les A Q solutions des BAE ( |1.30a|) forment une densite continue p g . s .(A) 
de racines sur l'axe reel. Pour eviter les redondances avec les sections qui suivent, nous 
n'allons pas faire de calcul explicite ici. La plupart des resultats que nous allons citer 
dans les lignes qui suivent seront redemontres plus loin par des methodes generales. 
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Les etats excites sont obtenus en creant des trous dans la mer de Fermi de racines 
(nous donnerons plus loin une definition rigoureuse d'un trou): si l'on place un trou au 
parametre spectral A, on peut dire que Ton a cree une excitation physique dont l'energie- 
impulsion est parametrisee par A (le tilde sert a distinguer toutes les quantites associees 
aux trous). Pour fh trous places aux parametres spectraux Ai, . . . , A m , on peut montrer 
que l'energie-impulsion s'ecrit sous la forme: 

771 

£ = £ g . s . + ^e(A a ) 

a=1 (1.33) 

m 
a=l 

ou les fonctions e(A) et p(A) dependent du modele considered 

j exxx(A) = J e~ NJL (A) = axctanCe 7 ^- 1 ^) + arcta^"*- 1 ^) 

\ Pxxx(A) = 2 arctan(e 7rA ) \ Pnjl(A) = arctan(e 7r(A - 1/c) ) - arctan(e" ( - A - 1/c) ) 

(1.34) 

(notons que exxx = ^Pxxx)- L'etat a m trous constitue done sans surprise un etat 
a rh particules physiques, de rapidites Ai, . . . , Am- (1-34) nous donne egalement la re- 
lation de dispersion de la chaine XXX: e = 7rsinp. En particulier, il n'y a pas de gap. 
Nous n'ecrivons rien d'analogue pour le modele NJL, puisque nous discuterons sa relation 
de dispersion apres avoir pris la limite d'echelle (section |1.2| ). Remarquons simplement 
qu'au contraire, le modele NJL possede un gap (e est minimum en A = 0). 

Considerons maintenant le spin d'un etat: on peut montrer qu'il est simplement 
donne par s = rh/2. Les excitations physiques elementaires sont done de spin 1/2. 
On les appelle des spinons. L'etat forme de rh trous est l'etat a rh trous "le plus 
symetrique" , e'est-a-dire de plus haut poids dans la representation produit tensoriel de fh 
representations de spin 1/2. Cependant, comme cette representation est reductible pour 
rh > 1, le multiplet du vecteur de plus haut poids ne decrit pas tout l'espace des etats a 
fh particules. 

Prenons un exemple concret, celui de fh = 2, soit de deux particules de rapidites 
Ai et A2. On a l'etat triplet (s = 1) qui est le plus symetrique, et qui est l'etat a deux 
trous, mais aussi l'etat singlet (s = 0). Comment obtenir ce dernier? II faut se rap- 
peler pour cela que les racines des BAE ( |1.30| ) ne sont pas necessairement reelles: ici, 
pour obtenir l'etat singlet a partir de l'etat triplet, on ajoute une 2-corde centree en 
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(Ai + A2)/2, c'est-a-dire deux racines complexes conjuguees (Ai + A2V2 ± i/2. On peut 
montrer que, quand L — > 00, la contribution de la 2-corde a l'energie est nulle, de sorte 
que E = Eg. s . + e(Ai) + e(A2) (et de meme pour l'impulsion). Les etats triplet et singlet 
sont done degeneres: e'est le signe qu'a L = 00 apparait une symetrie plus grande que 
SU(2). Nous reviendrons sur ce point au \2.2.3j . En etudiant les corrections en 1/L a 



l'energie/impulsion des premiers etats excites, on peut obtenir la matrice S de diffusion 
des excitations physiques 10 . On trouve que la matrice de diffusion entre deux particules 
dont la difference des rapidites vaut A, est donnee par: 

'^SfB^ (i - 35) 

ou R(X) est la matrice R habituelle (eq. (1.2)). La matrice S est done une autre version de 
la matrice R, avec un prefacteur scalaire supplement aire; elle verifie comme R l'equation 
de Yang-Baxter, l'unitarite, mais verifie de surcroit la symetrie de croisement: si S(X) = 
f(X)+g(X)V=f(X)+g(X)E avec E\\ = e l3 e k \ alors /(wr-A) = /(A) et g(i7r-X) = g(X). 

II convient de remarquer que puisqu'on a suppose M pair, le spin du systeme est 
necessairement entier et done m est pair: on ne peut creer les particules elementaires 
que par paires^^. En particulier, ceci pourrait donner l'illusion qu'on a un spectre 
d'excitations de spin 1, ce qui est une interpretation erronee. On peut resoudre cette 
difficulte en considerant "simultanement" M pair et M impair dans la limite M — > 00, 
de fagon a construire un espace de Fock complet. 

Apres cette breve description des etats de Bethe (vide, etats excites), nous allons 
passer a la limite thermodynamique. 

1.2. BAE continues 

On a vu au 1.1.5 que le vide de la chaine XXX/modele NJL est constitue d'une 
densite continue de racines des BAE. Nous allons maintenant generaliser cette idee a des 
etats thermodynamiques quelconques. Par "etats thermodynamiques" , il faut entendre 
etats dans lesquels le nombre d'excitations physiques^ 2 est grand: la densite lineique de 



10 La methode en question ne donne pas la matrice S correcte pour des modeles plus generaux: 
e'est pourquoi nous exposerons plus loin une autre methode, celle des Equations d'Ansatz de 



Bethe physiques (voir section 1.2.!$ , qui est applicable a tous les modeles. 
C'est d'ailleurs la raison pour laquelle p est defini modulo ir et non 2ir. 
12 Cette quantite est bien definie dans une theorie integrable, car on peut necessairement 
parler d'etats asymptotiques. 
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ces excitations reste fixee dans la limite L — > oo. II convient de distinguer ces etats ther- 
modynamiques des "etats excites" que sont les premiers etats propres du Hamiltonien 
au-dessus du vide, et qui contiennent un nombre fini d'excitations physiques. Ce sont 
de tels etats que nous avons considere au \1.1.5j . Pour ces derniers, les equations que 
nous allons ecrire a present ne sont pas valables; nous reviendrons a eux lorsque nous 
parlerons d'Equation Non-Lineaire Integrale (section |3.3| ). Nous traiterons d'abord en 
detail (\1 . 2. i| et \1.2.3j} un modele simplifie qui met en lumiere les mecanismes essentiels de 
la limite continue des BAE; puis nous indiquerons comment les generaliser aux BAE de 
XXX/NJL, ce qui necessitera l'introduction de l'hypothese de corde. Une des idees-cle 
que nous developperons alors sera l'introduction de nouvelles equations, les Equations 
d'Ansatz de Bethe physiques, qui s'obtiennent directement du spectre des excitations 
physiques, et qui sont equivalentes aux Equations d'Ansatz de Bethe nues, qui sont celles 
que Ton a considerees jusqu'a present. 

1.2.1. Diffusion diagonale 

Pour montrer dans le cadre le plus simple comment ecrire des equations d'Ansatz 
de Bethe continues, nous allons considerer un modele de diffusion (factorisee) diagonale 
dans lequel des particules d'un seul type diffusent entre elles avec une certaine matrice 
S. L'energie-impulsion (e,p) est exprimee en termes d'un parametre spectral A reel (la 
rapidite), de telle maniere que la matrice S de la diffusion de deux particules de rapidites 
Ax et A2 ne depende que de Ai — A2. Par exemple, dans le cas de particules relativistes 
de masse m non nulle, la parametrisation de la couche de masse en termes de la rapidite 
A s'ecrit (e,p) = (m cosh A, m sinh A), et Ai — A2 est l'unique invariant relativiste de la 
diffusion (dans la parametrisation traditionnelle, s = 4m 2 cosh 2 Al ~ A2 ). 

On peut utiliser ici le meme pro cede de "dephasage" qui nous a conduit precedemment 
a ecrire l'equation (1.17) pour le modele NJL. On considere un etat a m particules de 
rapidites Ai, . . . , A m ; on suppose que les particules verifient un principe d'exclusion, de 
sorte que les A a sont tous distincts. On impose des conditions periodiques au bord a la 
fonction d'onde^ 3 . L'equation de dephasage pour une particule s'ecrit: 

m 

e -i P (x a )L = "Q siX^-Xp) (1.36) 



13 Evidemment, la notion de fonction d'onde n'a pas grand sens ici, a moins que les inter- 
actions ne soient ponctuelles. Dans le cas general, il faut supposer que mL ^> 1, ou 1/m est 
l'echelle de longueur du systeme. 
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Conformement aux remarques faites au 1.1-4, l es equations (|1.36|) sont du meme 
type que ( |1.30a| ) (pour des 9k fixes jouant le role du terme d'impulsion dans (|1.36| )), mais 
les A a sont par definition reels dans (|1.36j ). 

Comme la diffusion est diagonale, la matrice S(X) est une simple phase: S(X) = 
exp(— i(f>(\)). Nous supposerons pour simplifier que <p(0) = 0. fntroduisons alors la 
fonction de comptage /(A): 



J < A > = h 



p(X)L + J] 0(A - A„) 

0=1 



(1.37) 



On voit que (1.36) se recrit simplement: exp(27rz/(A a )) = 1, soit encore I(X a ) entier pour 
tout a. Avec des hypotheses appropriees sur p(X) et 0(A), la fonction /(A) est strictement 
croissante; alors, comme les A a sont des reels distincts, les I(A Q ) sont des entiers distincts. 

Les A a n'epuisent pas necessairement toutes les valeurs entieres de /(A); pour 
completer, on introduit les trous A Q , qui sont les reels distincts entre eux et distincts 
des A Q , et tels que I(A Q ) soit entier. 

On considere maintenant les equations ( |1.36[ ) dans la limite thermodynamique 
L — > oo, en nous concentrant sur les etats dits thermodynamiques. Pour saisir intuitive- 
ment ce qui se passe dans cette limite, et identifier lesdits etats, supposons un instant 
que (j) = 0: on a alors affaire a un systeme de fermions fibres, et les impulsions autorisees 
p = 2%I/L (avec / entier) decrivent, quand L — > oo, un continuum d'etats accessibles 
aux particules du systeme. Certains de ces etats sont effectivement occupes: ce sont les 
p(X a ) = 27r/(A a )/L; d'autres ne le sont pas: ce sont lesp(A Q ) = 2irI(\ ce )/L. Remarquons 
la dualite complete trou-particule qui apparait dans cette description; cette dualite est 
brisee par l'ajout de l'interaction (0^0), puisque ce sont les particules qui interagissent 
entre elles, et non les trous (on verra cependant au paragraphe suivant comment retablir 
cette dualite en la generalisant) . 

Pour decrire un etat donne, on introduit tres classiquement des densites p(p) et p(p) 
de particules et de trous tels que 

p(p)+p(p) = -L (1.38) 

Les etats thermodynamiques sont par definition les etats pour lesquels on peut definir de 
telles fonctions p(p) et p(p) bien regulieres dans la limite L — » oo. 

Reprenons maintenant le cas general (p ^ 0, ainsi que notre parametrisation p = p(X) 
qui est la plus naturelle dans le cas en interaction. On definit les densites p(X) et p(X) de 
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la maniere evidente: p(X)dX est le nombre de A a compris entre A et A + dX divise par L, 
et de meme pour /5(A). La generalisation au cas en interaction de (1.38), qui traduisait la 
quantification des impulsions, consiste a utiliser la "condition de quantification des im- 
pulsions generalisee" : I(A Q ) entier, d'ou Ton deduit immediatement que, quand L — ► oo, 

dl/dX = L(p(X) + /5(A)) (1.39) 

On exprime maintenant /(A) en termes de p(A): d'apres (1.37), 2ttI(X)/L — p(X) + 
J dp p(p)4>(X — et l'equation (|1.39| ) s'ecrit explicitement: 

27r(p(X)+p(X)) = ^+K*p(X) (1.40) 

ou Ton a denote par K* pie produit de convolution de K = d<p/dX et de p. Remarquons 
que (1.40) se reduit bien a ( |1.38|) pour K = et p(p)dp = p(X)dX, p(p)dp = p(X)dX. 

L'equation (|1.40| ) est l'Equation d'Ansatz de Bethe continue que nous recherchions. 



C'est une equation integrale lineaire qui admet une infinite de solutions (en effet, il y a 
deux inconnues, p(X) et /5(A), pour une seule equation) correspondant aux differents etats 
thermodynamiques du systeme. 

1.2.2. Dualite particule-trou 

Continuons notre etude du modele de diffusion diagonale introduit au paragraphe 
precedent, caracterise par un seul type de particules et une matrice S de diffusion. Le 
mecanisme que nous allons decrire est a la base des dualites plus compliquees presentes 
dans les modeles de diffusion non diagonale. 

Nous avons montre que les BAE s'ecrivaient dans la limite thermodynamique pour le 
modele de diffusion diagonale (Eq. (1.40)): 2n(p(X) +p(X)) = dp/dX + K *p(A), ou K est 
la derivee logarithmique de la matrice <§. Comme nous l'avons deja signale, cette equation 
n'est pas symetrique par echange de p et p: en effet, le terme K * p n'a pas d'equivalent 
K * p, ce qui revient a dire que ce sont les particules qui interagissent, et non les trous. 

Pour retablir la dualite particule-trou, nous allons done ecrire ( |1.40p sous la forme 



p(A) + ^*p(A) = i^ (1.41) 

ou A = 1 — Kj (27r) est un noyau de Fredholm, qui admet done un inverse de la meme 
forme: A~ x = 1 — K/(2tt). Multiplions alors (1.41) par A -1 et defmissons p = —A -1 *p; 
on obtient: 

27r(p(A) + /5(A)) = + K * /5(A) (1.42) 
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Comparant (1.40) et ( |1.42|) , on voit que les roles de p et p ont ete echanges (la seule 



difference tient au signe de p, que nous avons choisi oppose a celui de p pour des raisons 
qui vont apparaitre clairement par la suite). 

Avant d'interpreter intuitivement ces resultats, ecrivons aussi l'energie/impulsion du 
systeme. Par definition de p(X), on a: 

E/L= j dAp(A)e(A) 

\ (1.43) 
P/L = J dAp(A)p(A) 

En utilisant (1.41), on peut recrire E et P en fonction de p: 

E/L = est + j dAp(A)e(A) 

\ (1.44) 
P/L = cst+ / dAp(A)p(A) 

ou p a deja ete defini precedemment, et e(A) = —A~ x ★ e(A). 

En general, e(A) et e(A) sont de signes opposes: ainsi, si les particules que nous 
avons considerees initialement ont leur energie positive, alors creer un trou la diminue. 
Inversement, supposons que les particules ont leur energie negative (ce sont alors des 
pseudo-particules, au meme titre que les excitations de spin que nous avons introduites 
pour la chaine XXX): le vrai vide de la theorie est alors caracterise par p(X) = 0, et ce 
sont les trous qui tiennent lieu d'excitations physiques. 

D'apres (1.42), on peut alors considerer que ce sont les trous qui interagissent avec 
une matrice S dont la derivee logarithmique vaut K: en effet, si l'on procedait a l'envers, 
partant d'un systeme defini par la matrice de diffusion S et determinant les BAE de ce 
systeme, on obtiendrait precisement ( |1.42| ) (avec les notations p et p echangees). 



Ainsi, partant de la matrice S des pseudo-particules, on calcule K = i(d/dA) log S (A) , 
puis K(X) = —A -1 ★ -KT(A), d'ou finalement la vraie matrice de diffusion S de la theorie, 
definie (a une constante multiplicative pres) par K = z(d/dA) log5'(A). 

1.2.3. Chaine XXX et hypothese de corde 

Reprenons maintenant l'etude des BAE (1.30), qui gouvernent en particulier les 
modeles XXX et NJL. Afin d'appliquer le procede du paragraphe precedent a ces 
equations, il faut d'abord se ramener a des parametres spectraux reels: en effet, les 
A Q solutions de ( |1.3Q ) sont a priori complexes. Cependant il existe un argument "naif" 
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qui permet de justifier que dans la limite M — ► oo, les A Q ne peuvent former que certaines 
configurations particulieres dans le plan complexe. 

Supposons done qu'une racine A Q n'est pas reelle, par exemple que sa partie imag- 
inaire est strictement positive. Alors chaque facteur du second membre de l'equation 
( |f .30a| ) est de module strictement superieur a 1, de sorte que le module du second membre 
diverge exponentiellement avec M. Cette divergence doit done etre egalement presente 
dans le membre de gauche, de sorte qu'il doit exister une autre racine qui s'approche 
exponentiellement vite dans la limite M — > oo d'un pole: 

\ f3 = X a -i + 0(e- aM ) 

Si A/3 est encore de partie imaginaire strictement superieure a zero, on peut recom- 
mencer le processus: on obtient une nouvelle racine A 7 = A Q — 2i, etc. Le processus 
s'arrete quand la partie imaginaire de la derniere racine consideree devient negative. En 
effet, pour les racines A Q de partie imaginaire strictement negative, il faut au contraire 
une autre racine Xp = A a + i, ce dont on dispose par construction. 

On peut de plus demontrer que si A a est une racine de ( |f .30| ), alors A Q Test aussi. 
Ceci nous amene naturellement a Vhypothe.se de corde [8]: celle-ci stipule que les solutions 
de (|1.30|) ferment des "cordes" , e'est-a-dire des groupes composes de nombres complexes 



de meme partie reelle et de parties imaginaires equidistantes. On definit ainsi une j-corde 
(i > 1) comme un ensemble de j racines de la forme 

*r,a + i (t^- ~ kj , 1 < k < j| (1.45) 

ou le centre de la corde A j;a est reel. On peut imaginer les cordes comme des etats lies de 
pseudo-particules, du fait de la forme de (1.45) (bien sur, les cordes ne sont pas plus des 
excitations physiques que les pseudo-particules elles-memes) . Ceci suggere qu'il existe 
une interpretation plus profonde de l'hypothese de corde, qui est liee a la procedure de 
fusion, ce que nous verrons au 2.3.1. 

Pourquoi l'hypothese de corde n'est-elle qu'une hypothese, e'est-a-dire pourquoi 
l'argument naif n'en est-il pas une preuve ? Le probleme vient du fait que pour appliquer 
cet argument, il faut supposer que le nombre de racines m reste fini quand M — > oo, ce 
qui n'est le cas que pour des etats non-physiques tres loin du vrai vide de la theorie. Si 
Ton considere au contraire des etats excites au-dessus du vrai vide, on peut demontrer 
[9] que la divergence du membre de droite de ( |1.30a|) quand M — > oo est exactement 



29 



compensee par la divergence du membre de gauche due au fait que m ~ M, sans qu'il y 
ait besoin d'avoir de cordes^. Lorsque nous reviendrons a ces etats excites (section |3.3| ), 
nous ne ferons done pas usage de l'hypothese de corde. 

Pour ce qui est des etats thermodynamiques, au sens defini precedemment, il est 
raisonnable de supposer (bien que cela n'aie jamais ete prouve rigoureusement) que la 
compensation de la divergence n'est que partielle, de sorte que l'hypothese de corde ap- 
pliquee a ces etats est valide. 

Notons enfin que l'hypothese de corde a souvent ete utilisee en dehors de son do- 
maine de validite, car elle reste "qualitativement" vraie; ainsi, on sait faire un comptage 
des etats correct en supposant l'hypothese de corde, meme pour une chaine finie [11]. 

1.2. 4- BAE continues de la chaine XXX 

Admettons done l'hypothese de corde telle qu'elle a ete definie au paragraphe 
prcedent. On peut maintenant multiplier (1.30a) pour les differentes racines d'une meme 
corde et on obtient des equations pour les centres des cor des; ainsi, pour le centre A j;a 
(ou a parcourt les differentes j-cordes, 1 < a < rrij) d'une j-corde, on obtient 

n ^-v*)=n £:£!jjg w 

j'>l,l</3<mjt fc =l 
(j',/3)^(j.a) 

ou Sjj' (A) est la matrice S entre les j-cordes et les j'-cordes: elle est obtenue par definition 
en faisant le produit des facteurs (A + i)/(A — i) sur toutes les paires de racines d'une 
corde et de l'autre. Le second membre est obtenu de la meme maniere. On peut faire 
subir une transformation similaire a (1.306). 

Les equations ( |1.46| ) ne font intervenir que les centres des cordes qui sont par 
definition reels; de plus, elles constituent manifestement une generalisation a plusieurs 
types de particules de la situation du paragraphe precedent. On peut done introduire 

15 



des densites de j-cordes Pj(X) et de trous de j-cordes Pj(A), et operer comme au \1.2.1 



1J t En simplifiant quelque peu. Voir [9] et la generalisation XXZ [10] pour plus de details. 
Notons que le fait que l'hypothese de corde soit alors violee s'interprete tout naturellement 
comme le fait que les racines qui definissent ces etats excites satisfont aux BAE physiques, qui 
par definition restent finies quand le nombre d'excitations physiques est fini, meme si M a ete 
envoye a l'infini (voir 

1 5 Notons que cette procedure est explicitee dans un cadre a peine plus complique dans [III . 1 . 2] ; 
nous adopterons ici des notations et conventions proches de celles de cet article; la normalisation 
des rapidites, elle, differe, la correspondance etant: A = A/c. 
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On a: / dApj(A) = rrij/L, ou rrij est le nombre de j-cordes, et de meme on peut definir 
rhj par J dXpj(X) — rhj/L. Dans la limite thermodynamique L — > oo, nij/L et rhj/L 
restent fixes de l'ordre de la seule echelle d'energie que Ton ait: M/L. Nous serons plus 
tard amenes a considerer deux echelles d'energie divergentes l'une par rapport a l'autre, 
mais pour l'instant, elles sont confondues. 

Le systeme d'equations lineaires integrates couplees ainsi obtenu peut etre ecrit 
de maniere particulierement esthetique si l'on introduit la "matrice de Cartan avec 
parametre spectral" Cj k (X) definie par: 

C jk (X)=S jk 5(X)-(S jk - 1 + 5 jk+1 )s(X) j,k>l (1.47) 

ou s(X) = 1/2 cosh(7rA). La matrice de Cartan agit par convolution sur les fonctions de 
A; nous noterons par * le produit de convolution: / ★ g(X) = J d/x/(A — (i)g([i). Dans 
(1.47), les indices vont de 1 a oo, ce qui signifie que Cj k est la matrice de Cartan du 
diagramme de Dynkin A^. La normalisation est telle que J dXCj k (X) vaut la moitie de 
la matrice de Cartan au sens usuel, c'est-a-dire sans parametre spectral. 
Si l'on definit la transformee de Fourier d'une fonction </>(A) par 

<f>{n) = J (f)(X) exp(2inX)dX 
alors s(k) = 1/(2 cosh(/?)), et la matrice de Cartan inverse C _1 est donnee par 
^ik( K ) = ^'fc 7 1 ( K ) = 2coth(K) exp(— smh(kn) j > k 
Les equations d'Ansatz de Bethe peuvent alors etre mises sous la forme: 

p j + C- k 1 *p k = a*K j (X) (1.48) 

c'est-a-dire que la derivee logarithmique des matrices S entre les differents types de 
cordes s'exprime naturellement en termes de la matrice de Cartan inverse C _1 . On 
a introduit dans (1.48) le noyau <r(A) = — ®k)i e t l es fonctions Kj(X) = 

(l/27r)j/(A 2 + j 2 /4) (Kj(n) = e - - 7 ^'), afin de recrire simplement le second membre. 
Rappelons que nous utilisons la convention de sommation sur les indices repetes. 

Multiplions ( |1.48| ) par la matrice Cj k (qui agit par produit de convolution); on ob- 



tient la forme finale des BAE: 

Cj k -kp k + pj = 5jia*s(X) (1.49) 

oua(A) = f5(X) pour la chaine XXX, a(X) = |f(5(A-l/c) + 5(A + l/c)) pour le modele 
NJL. 



Nous representerons le systeme d'equations (1.49) par la figure [12 
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12 3 4 
Fig. 12: Le systeme de BAE de la chaine XXX/modele NJL £77(2). 



Sur ce diagramme, chaque noeud (sauf le noeud coche) correspond a une equation; 
un trait entre 2 noeuds j et k (resp. entre le noeud j et le noeud coche) signifie qu'un 
terme — s * pk (resp. — s * a) apparait dans l'equation j. Si Ton oublie le noeud coche, 
ceci equivaut simplement a representer le diagramme de Dynkin dont Cjk est la matrice 
de Cart an. 

Ecrivons egalement l'energie/impulsion du systeme: elles s'expriment en termes de 
racines des BAE (eqs. (1.31) et (1.32)), mais en utilisant ( |1.49| ), on peut les recrire en 
fonction des pj) on obtient: 



E/L = E g . s ./L + J dApi(A)e(A) 
P/L = J dApi(A)p(A) 



(1.50) 



ou e et p sont donnes par (1.34). Ceci est done une demonstration (pour les etats verifiant 
l'hypothese de corde, et bien qu'elle soit en l'occurrence inutile) des formules ( |1.33| )-(1.34). 

Le vide est obtenu pour pi(A) = 0, e'est-a-dire quand il n'y a aucun trou dans la 
mer de racines. La densite pi(A) vaut alors: pi(A) = /? g . s .(A) = a * s(A), tandis que 
PjW = PjW = pour j > 1. Les j-cordes (j > 1) n'ont pas d'effet sur l'energie ( |1 . 50|) : 
e'est un phenomene que nous avions deja observe au \1 . 1 . 4 (degenerescence de l'etat triplet 
et de l'etat singlet). Leur role est elucide en calculant le spin de l'etat correspondant: 
partant de 2s = M — J2j>i3 m ji on arrive a 

2a = mi - ^(j - l)mj (1.51) 

Les j-cordes (j > 1) permettent done de diminuer le spin a nombre fixe de trous: ainsi, 
elles permettent de selectionner dans quelle sous-representation irreductible de V® mi se 
trouve le systeme. 

Prenons enfin la limite d'echelle du modele NJL. Pour cela, il faut reintroduire la den- 
site lineique de fermions D = M/L = a -1 , que nous avions pour simplifier fixee a 1 dans 
la definition (1.34) de e et p. Ainsi e NJL (A) = J D[arctan(e 7r ( A_1 / c) ) + arctan(e 7r( - A_1 / c) )]. 
Prenons alors les limites simultanees D — >• oo, c — > de sorte que Ton garde fixee 



32 



l'echelle d'energie m = 2De~ n ^ c (cette limite est caracteristique de la generation dy- 
namique de masse dans le modele NJL): on a alors eNjL(A) = mcosh(7rA) et de meme 
Pnjl(A) = msinh(7rA): c'est la parametrisation usuelle (a un facteur n pres) d'une par- 
ticule relativiste massive de masse m. Egalement, les BAE ( |1.49|) se simplifient dans la 
limite d'echelle et deviennent: 

it) 

Cj k * h+ Pj = &ji ~2 cosh(7rA) (1-52) 

Remarques: 

★ Supposons que nous ayons considere un modele NJL avec une seule chiralite (par 
exemple, uniquement des particules "droites"); evidemment, l'interaction (qui est 
entre particules de chiralites differentes) n'existe plus, et on obtient une theorie 
de doublets SU (2) de fermions de Weyl libres non-massifs. L'Ansatz de Bethe, le 
decouplage charge/spin, la limite d'echelle, etc. constituent une maniere compliquee 
de resoudre un modele simple, mais qui n'en est pas moins interessante. Reprenant 
les calculs, on voit que les equations sont inchangees, a part la relation de dispersion 
qui s'ecrit e(A) = p(X) = Ee nX (ou E est une echelle de masse arbitraire, puisqu'elle 
peut etre modifiee par decalage de A), ce qui est comme il se doit la relation de 
dispersion d'une particule droite non-massive. De meme, les BAE s'ecrivent: 

E 

C jk *Pk + Pj = S jl -e vX (1.53) 

Remarquons que dans l'Ansatz de Bethe (tel qu'on l'a formule ici), une masse 
n'apparait que lorsque Ton met deux chiralites differentes de particules nues (non- 
massives) ensemble, ce qui est assez comprehensible cinematiquement. 

* Nous aurions egalement pu prendre une limite relativiste dans la chaine XXX. En 
effet, dans la limite infra-rouge, on peut developper la relation de dispersion au voisi- 
nage de e ~ 0, et on voit facilement qu'on obtient une theorie conforme qui est le 
point fixe infra-rouge (du groupe de renormalisation) de la theorie. A part une sub- 
tile difference dans la definition des deux chiralites (sur laquelle nous reviendrons au 
3.3), ce point fixe infra-rouge est identique au point fixe ultra-violet du modele NJL. 
La ressemblance entre un point fixe infra-rouge (de la chaine de spins) et un point 
fixe ultra-violet (du modele NJL) ne doit pas surprendre: en effet, c'est reellement la 
meme region d'energies que decrivent les deux theories conformes. Dans le premier 
cas, la limite infra-rouge consiste a regarder des energies e tres petites comparees 
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a la seule echelle d'energie existante, c'est-a-dire le cutoff ultra-violet D: e <C D. 
Dans le second cas, la limite ultra-violette consiste a regarder des energies beaucoup 
plus grandes que la masse m, mais apres la limite d'echelle qui envoie D a l'infini, 
de sorte que: m <^ e ^ D. On a simplement dans le second cas une condition 
supplementaire m <C e, du fait qu'on a affaire a une theorie massive (ce qui provient 
des inhomogeneites 9 k = H/c). 

1.2.5. BAE nues/BAE physiques: les excitations isotopiques SU{2) 

Le passage des BAE nues aux BAE physiques est un concept un peu difficile a ex- 
pliquer; nous allons done utiliser les diagrammes decrivant la structure des BAE arm de 
mieux le visualiser. Les BAE physiques sont des equations obtenues en supposant connus 
le spectre et les matrices S des excitations physiques de la theorie. On leur applique alors 
la meme procedure qu'aux particules nues dans le modele NJL (dephasage sur un espace 
compactifie) , ce qui nous amene a de nouvelles BAE, les BAE physiques, qui doivent etre 
equivalentes par une transformation appropriee aux BAE que nous avons deja ecrites, 
c'est-a-dire les BAE nues. 

Evidemment, les excitations physiques du modele NJL etant des "trous", le pas- 
sage des BAE nues aux BAE physiques est intimement lie a la dualite particule-trou. 
Cependant, du fait de la presence des excitations isotopiques (ou excitations de spin) 
qui refletent la symetrie SU(2), l'equivalence comprend une etape supplementaire par 
rapport a ce qui a ete fait au 1.2.2: 

particules nues aba . . 

(multiplets de SU(2)) ondes de s P m 

dualite 
particule-trou 

particules physiques aba ... 
(multiplets de SU(2)) > spinons + leurs excitations isotopiques 

(ABA=Ansatz de Bethe Algebrique) 

Tout le principe des BAE physiques consiste a "remonter" la fleche du bas qui va vers 
la droite, en devinant un spectre et des matrices S (ou event uellement en les obtenant 
par bootstrap) qui donnent des BAE equivalentes aux BAE nues. 

Montrons comment ce procede fonctionne pour le modele NJL (avec des modi- 
fications mineures, on pourrait l'appliquer a la chaine XXX). Supposons que les ex- 
citations physiques sont des doublets SU(2), avec une matrice S donnee par ( |1.35|) . 
Considerons un etat constitue de M ph particules de rapidites 9\, . . . , 9 MP h (c'est-a-dire 
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d'energie/impulsion e k = mcosh(7r0fc) et p k = msmh.(irdk))- Considerons le systeme sur 
un espace compactifie de taille L, avec mL ^> 1, de sorte que Ton puisse supposer que les 
differentes particules sont separees par des distances beaucoup plus grandes que 1/m. On 
peut alors utiliser les matrices S pour ecrire la condition de dephasage d'une particule 
qui fait le tour de 1' espace compactifie: 

e~^ L = S(9 k - !$>*_!) . . . S(9 k - 1 )S(0 k - 6 MPh ) . . . S(9 k - 6 k+1 ) (1.54) 

Cette equation est tout a fait analogue a l'equation (1.17), bien que son interpretation 
soit differente: dans ( |1-17| ), les rapidites 9 k (des particules nues) sont fixees, tandis que 
dans ( |1.54j ), elles ne le sont pas (en fait, a L < oo, toutes les valeurs des 9 k ne sont pas 
pour autant admises puisqu'elles doivent etre telles que l'equation aux valeurs propres 
( |1.54|) ait une solution, ce qui implique une quantification des 9 k ). 

Pour resoudre ( |1.54j ), on remarque qu'ici encore le second membre de ( |1.54|) est la 



trace de la matrice de monodromie inhomogene T(A = 9 k \9\, . . . , 9 MP h), et on aboutit 
aux BAE (analogues de ( |1.30| )): 

^ \ a -\f3 + t ^ K-o k - i/2 K ' 

M ph m a _ \ i_-io 

°- inL - n - *> n 

1=1 a=l 
l^k 

Remarquons la presence des facteurs S(9 k — 9i), ou S(X) = Pr[z^m r((i+iA)/2) > ^us au 
fait que la matrice S physique est de la forme S(X) = S(X)R(X). Ces facteurs assurent 
que, meme dans la representation de plus haut poids (spin 1), c'est-a-dire en l'absence 
d'excitations de spin, les particules physiques ont une interaction. 

Prenons enfin la limite thermodynamique des equations (1.55). L'equation ( |1.55a| ) 
est identique a ( |1.30a|) , et, en appliquant l'hypothese de corde, on obtient immediatement 
les BAE (cf (|L49| )) 

Cjk*Pk +Pf = Sjis*a ph (1.56) 

ou p ph et p ph sont les densites de j-cordes/trous de j-cordes des BAE (1.55), et a ph est 
la densite d'excitations physiques: a p (A) = z2k=i ^(^ ~ ^ fc )- 
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Comme les 9k sont des inconnues dans ( |1.55|) , il faut egalement recrire ( |1.55fc| ) dans 
la limite thermodynamique; on prend la derivee logarithmique et on obtient l'Equation 
d'Ansatz de Bethe supplementaire: 

2n(a ph (X) + a ph (X)) = mn cosh(TrA) + 2nKj * pf + ( ^ log 5 J * a ph (1.57) 

J \i dA J 

Divisant par 2ti et identifiant les noyaux, on obtient: 

~a ph + (Cn 1 )- 1 * a ph + (C^ 1 )" 1 * C^ +1 * pf = ^ cosh(TrA) (1.58) 



En multipliant (1.58) par C-fj 1 , on peut finalement identifier ( |1.56| ) et (1.58) avec ( p..52| ); 
Fidentification consiste a poser: a ph = p~\ et a ph = p\, ce qui est la confirmation que les ex- 
citations physiques sont des trous de 1-cordes; mais egalement p ph = Pj+i et p ph = Pj+x, 
c'est-a-dire que les j-cordes physiques sont les (j + l)-cordes nues ! On peut representer 



la transformation des BAE nues aux BAE physiques par la figure 13 



Fig. 13: Passage des BAE nues aux BAE physiques dans le modele NJL. Les 
numeros sont les longueurs des cordes nues. 

Dans les BAE nues, ce sont les particules nues (representees par le noeud coche) 
qui servent de "source" (de second membre) aux excitations de spin. De meme, dans les 
BAE physiques, ce sont les particules physiques, maintenant representees par le noeud 
quadrille, qui servent de source a leurs excitations de spin. Le noeud est quadrille pour les 
BAE physiques, et non coche comme pour les BAE nues, pour indiquer que les particules 
physiques ont des rapidites qui sont elles-memes des parametres physiques qui peuvent 
prendre des valeurs arbitraires, ce qui n'est pas le cas des particules nues. 

Remarquons enfin que le spin est donne par 2s = M ph — J2j>iJ ml j h i ce 1 u i con " 
corde avec l'expression (1.51) obtenue a partir des BAE nues, du fait que M ph = mi, 

ph 

mr- =m j+1 . 
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2. Structure des Equations d'Ansatz de 
Bethe 

On peut generaliser de nombreuses manieres les mo deles consideres precedemment, 
et done les BAE associees. Nous allons a present considerer celles qui nous seront utiles 
pour les modeles physiques que nous avons en vue. Ceci nous contraint a un petit inter- 
lude mathematique; en effet, la notion algebrique sous-jacente aux modeles integrables 
est celle de groupe quantique, et elle nous est indispensable pour aller plus loin dans nos 
constructions. 

2.1. Generalites sur les groupes quantiques 

En theorie quantique des champs, les symetries d'un modele jouent un role essentiel 
dans son etude. Par symetrie, on entend generalement groupe de symetrie, bien que nave- 
ment, toute observable qui commute avec le Hamiltonien puisse faire office de symetrie. 
Une remarque-cle est que la structure de groupe provient de l'exigence suivante: on de- 
mande que lorsqu'on a Faction de la symetrie sur un etat a 1 particule, alors on sait aussi 
la faire agir sur un etat a plusieurs particules. C'est ce qui nous amenera a la notion de 
co-multiplication pour les groupes quantiques. 

Dans le cadre de la theorie des groupes, le theoreme de Coleman-Mandula restreint 
enormement les symetries possibles d'une theorie quantique des champs. Un premier 
pas vers les groupes quantiques consiste a remarquer qu'en incluant les super-algebres de 
Lie comme symetries possibles, on obtient des algebres de symetrie plus grosses (super- 
symetrie). A quatre dimensions, on ne peut aller plus loin, car le theoreme spin-statistique 
nous limite aux symetries bosonique/fermionique. Par contre, a deux dimensions, du 
fait qu'on peut avoir des statistiques arbitraires, on peut imaginer des symetries plus 
generales que les groupes ou les super-groupes: ce sont les groupes quantiques, qui sont 
obtenus en relaxant la condition de co-commutativite de la co-multiplication. Effective- 
ment, les groupes quantiques s'averent etre la symetrie naturelle des modeles integrables 
a deux dimensions; les generateurs de groupes quantiques y apparaissent comme des 
charges non-locales [12]. Celles-ci forment en general des groupes quantiques qui sont 
des deformations d'algebres de Lie de dimension infinie: ce sont les groupes quantiques 
affines, par opposition aux groupes quantiques usuels (de dimension finie). 

Nous allons rappeler brievement la definition d'un groupe quantique ( [£. 1. et don- 
ner l'exemple de U q (s\[2)) ( \2.1.^} \ puis nous passerons aux groupes quantiques affines et 
aux Yangiens (2.1.3), et developperons le cas de U q (sl(2)) ( \2.1.^j ). 
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2.1.1. Quelques definitions 

II n'est pas question ici de traiter de maniere detaillee la theorie des groupes quan- 
tiques. Nous renvoyons le lecteur aux references [13, 14, 15] pour plus de details. 

Rappelons simplement que pour nous, un groupe quantique est essentiellement une 
algebre de Hopf quasi-triangulaire, c'est-a-dire, pour expliciter nos notations: 

a) une algebre A associative. 

b) la donnee d'un co-produit A: A — > A <E> A (homomorphisme d'algebre co-associatif), 
d'une antipode 7: A — > A (anti-homomorphisme d'algebre) et d'une co-unite e:A — > 
C, qui verifient des conditions de compatibility appropriees. 

c) la donnee de la matrice R universelle: R G A <E> A. Celle-ci assure que l'algebre de 
Hopf A est "presque co-commutative" : 

a(A(a)) = RA(a)R _1 Va G A (2.1) 

ou a permute les facteurs dans A® A: a (a <8> b) = b <E> a. La matrice R verifie de 
plus les conditions de quasi-triangularite: 

(1(g) A) (R) =Ri 3 Ri2 

(2.2) 

(A <g> 1)(R) = R13R23 

ou par exemple R12 = R <8> 1 G A<8> A® A. Pour memoire, on a aussi la condition 

(7® 1)(R) =R 1 . 

Deux remarques elementaires: 

• En combinant (2.1) et (2.2), on obtient l'equation de Yang-Baxter sans parametres 
spectraux: 

R12R13R23 = R23R13R12 (2.3) 

en tant que relation dans A® A® A. 

• Posons R = a(R _1 ). Alors (2.1) implique que R verifie aussi la relation a(A(a)) = 
RA(a)R \ Si R = R alors on dit que l'algebre de Hopf A est triangulaire. 

Nous nous interesserons essentiellement aux representations de groupes quantiques. 
Traduisons-donc nos definitions en termes de representations: 
a) une representation de A sur un Hilbert V est un morphisme d'algebre de A dans les 
endomorphismes de V; c'est done donner a V une structure de ^.-module a gauche. 
Nous abregerons dorenavant representation en "rep". 
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b) Le co-produit A permet de definir le produit tensoriel de deux rep de A: si p\ est une 
rep sur V\ et p2 sur V2, alors (pi ® P2)A est une rep sur V± ® Vi- L'antipode permet 
de meme de definir la rep contragrediente i6 : si p est une rep sur V, alors (pj)* est 
une rep sur l'espace dual V*. Enfin, la co- unite constitue la rep triviale de A. 

c) Le produit tensoriel de rep n'est pas commutatif du fait de la non co-commutativite 
de A, c'est-a-dire que la simple permutation des facteurs "P2i^i2 : V\ <£> V2 — > V% ® V\ 
n'entrelace pas les deux rep pn = (pi®p2)A et P21 = (p2<2)pi) A sur V\®V2 et V2®Vi. 
Cependant, la matrice R, prise dans les deux rep p\ et p2'- R12 = (pi ® P2XR) per- 
met justement de construire un tel entrelacement: en effet, la relation (|2.f| ) s'ecrit 
en appliquant p\ ® p2'- 

Pi2^2iP2i(a)P 2 i^i2 = Ri2pi2{a)R^ (2.4) 

(oil Pi2^2i = ^21^12 )• ^ n v °it done que ^12 = P2i^i2-Ri2 est un operateur 
d' entrelacement entre P12 et P21 17 ■ Remarquons qu'avec nos notations qui consis- 
tent a placer en indice les espaces sur lesquels les matrices R agissent, il est inutile 
d'ecrire explicitement les permutations u Vba<-ab ' 18 ''■ Nous utiliserons done R12 (et 
non -R12) autant que possible. 

• De plus, pour trois rep p±, P2, P3 donnees, on peut definir 3 matrices R: -R12, -R13, 
R23 agissant sur V\ <S> V2, V\ <8> V3, V2 <8> V3; elles verifient elles aussi d'apres (2.3) 
l'equation de Yang-Baxter sans parametres spectraux: R12R13R23 = -^23-^13-^12- 

• Enfin, si Ton a deux espaces de rep Vi et V2, alors on a des operateurs d'entrelacement: 
R12 qui va de V\ ® V2 vers V2 ® Vi, et ^21 qui va de V2 <8> V\ vers V± <S> V2, mais ils 
ne sont inverses Fun de l'autre que si l'algebre est triangulaire (R = R). 
L'ensemble des representations d'une algebre de Hopf A (ou plus exactement, l'espace 

forme par leurs combinaisons lineaires), muni de la somme directe et du produit tensoriel, 
forme une algebre associative 71. La "presque co-commutativite" de A implique de plus 
que 1Z est commutative. 



16 D'ou, en combinant co-produit et antipode, la representation sur les operateurs d'un Hilbert 
sur lequel A agit, ce qui est important en physique. 

17 On dit souvent que -R12 "commute" avec Taction du groupe quantique. Ceci n'est vrai au 
sens litteral du terme que si pi = p2, de sorte que pi2 = pzi- 

18 C'est ce que nous avons fait implicitement au chapitre [l]; cf l'equation d'unitarite (1.3). 
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2.1.2. Algebres de Lie simples et leur deformation; exemple de sl(2) 

Le prototype de l'algebre de Hopf co-commutative est l'algebre enveloppante uni- 
verselle U(g) d'une algebre de Lie g. Le co-produit et l'antipode sont alors engendres par 
leur definition sur l'algebre de Lie q (et sur 1): 



Dans ce cas, la matrice R est triviale: R = 1 <8> 1. 

Si g est l'algebre de Lie d'un groupe de Lie compact simplement connexe G, alors 
l'algebre des representations TZ s'identifie a l'algebre des fonctions de classe (i.e. invari- 
antes par conjugaison) sur G: TZ = L^ lass (G). La base naturelle de TZ constitute par 
les representations irreductibles (que nous abregerons en "irrep") s'identifie a la base des 
caracteres des irrep de L 2 class (G). On rappelle qu'a une representation R et un element 
g G G on peut associer le caractere Xr{9) Qui es t par definition la trace de g pris dans 
la rep R. Pour R fixe, g — > Xr(q) es t une fonction de classe; inversement, pour g fixe, 
R — > Xr(9) es t une representation (uni-dimensionnelle) de TZ. L'algebre TZ possede une 
representation naturelle qui est son action sur elle-meme par multiplication; explicite- 
ment, a chaque representation R on peut associer une matrice A (de taille infinie) a 
coefficients positifs qui donne son action par produit tensoriel dans la base des irrep: 



Du fait de l'interpretation physique que nous lui donnerons, nous appellerons A la ma- 
trice d'adjacence associee a R. Comme TZ est commutative, la representation R — > A(R) 
est decomposable en representations uni-dimensionnelles, ce qui veut dire que les A(R) 
sont simultanement diagonalisables, de valeurs propres les caracteres; on montre qu'on 
obtient ainsi tous les caracteres exactement une fois, grace a l'identite (qui nous donne 
aussi les vecteurs propres de A 1 ): 



En particulier, la dimension d'une representation R constitue la valeur propre de Perron- 
Frobenius de sa matrice d'adjacence. 

De plus, si Ton veut eviter d'avoir a passer par le groupe G, on peut definir un 
caractere en restant au niveau de l'algebre g de la maniere suivante: on considere une 



A(a) = 1 ® a + a <g> 1 7(a) 
A(l) = 1(8)1 7 (1) 




(2.5) 



R <g) R 1 = A^ R 2 R x , R 2 irrep 



xr(9)xr 1 (9) = J2 A R 2 i XR ^ g ^ 
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sous-algebre de Cartan f) C g, et alors pour x e f), = tr#(exp(:r)) (ou Ton considere 

x dans la representation i?, puis on exponentie). 

Les exemples connus de groupes quantiques non co-commutatifs sont obtenus par 
deformation des algebres enveloppantes des algebres de Lie usuelles: on les note U q (g) 
[16], ou q est le parametre de deformation. Nous allons maintenant donner la definition 
precise de U q (sl(2)). Une construction similaire peut etre effectuee pour toutes les algebres 
de Lie q simples. 

U q (sl(2)) est l'algebre engendree par les generateurs K (inversible d'inverse K -1 ), E, 
F et les relations [17,16]: 

KEK -1 = q 2 E 
KFK -1 = q~ 2 F 



EF - FE = 



(2.6) 
K-K" 1 



q-q 1 



II faut considerer que K = q 11 ou H = 2S 3 est l'equivalent du generateur de la sous- 
algebre de Cartan de sl(2) 19 . Si Ton utilise la notation [^J = (q x — Q~ x )/(q — <Z _1 ), 
alors [E, F] = [HJ . De meme, on pose E = S + K 1//2 et F = K _1 / 2 S~ (on a introduit 
K i/2 _ g H/2^ de telle gorte qu)Qn ait encore [S+,S _ ] = [E,F] = [HJ; S ± est alors 

analogue a l'operateur S 1 ± iS 2 de sl(2). 

On voit que dans la limite q — > 1, (2.6) se reduit aux relations: 

[S 3 ^] = ±S ± 
[S+,S"] = 2S 3 

qui ne sont autres que les relations de commutation de sl(2). 

Definissons maintenant le co-produit [18], Pantipode et la co-unite: 



A(K)=K®K 7 (K) = K" 1 e(K) = 1 

A(E) = E®K + 1®E 7 (E) = -EK" 1 e(E) = 

A(F) = F® 1 + K" 1 ® F 7 (F) = -KF e(F) = 

A(l) = 1(8)1 7(1) = 1 e(l) = l 



(2.7) 



En termes de S ± , le co-produit se met sous la forme A(S ± ) = S ± (g)K 1 / 2 + K _1 / 2 ®S ± . 
Cette reformulation a le merite de montrer que la transformation q — > q~ x (et done 
K — > K _1 ), qui est une symetrie de (2.6), echange A et a o A (et 7 et 7 _1 ). 



19 H n'est pas defini en tant qu'element abstrait de U q {s\{2)); cependant, dans les representations 
que nous consider erons, H sera bien defini en tant qu'operateur. 
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La theorie de la representation de U q (sl(2)), pour des valeurs generiques de q (c'est- 
a-dire pour q non racine de l'unite) ressemble a celle de sl(2): pour chaque demi-entier s, 
on a une irrep de dimension 2s + 1, Taction des generateurs dans la base de diagonalisation 
de S 3 etant donnee par: (m = — s, — s + 1, . . . , s) 

S ± \s, m) = a/ [s =f m\ [s ± m + lj | s, mil) 

(2.8) 

S 3 |s, m) = m\s, m) 

On voit que H = 2S 3 est bien defini en tant qu'operateur. Les irrep sont classifiees par 
la valeur du g-Casimir quadratique C, generateur du centre de U q (sl(2)): 

C = S_S+ + LS 3 + 1/2J 2 =[s + 1/2J 2 

On appellera les irrep donnees par (2.8) les rep standard. 

L'algebre des representations TZ est done isomorphe a celle de sl(2). En d'autres 
termes, les coefficients de Littlewood-Richardson (les constantes de structure de TV) 
sont les memes; par contre, les symboles 3j (coefficients de Clebsch-Gordan) et 6j 
(Wigner-Racah) sont g-deformes [19]. On peut egalement definir des caracteres Xr( x ) = 
tr^(exp(xH)), qui sont les memes que les caracteres usuels de sl(2). 

La situation est plus compliquee pour q racine de l'unite. Posons / le plus petit entier 
tel que q? +2 = ±1. Alors, on remarque que le centre de U q (s\{2)) est aggrandi, puisque 
(-g±^/+2 et k/+2 commu tent avec tous les operateurs de U q (sl(2)). Les representations 
irreductibles de U q {s[(2)) sont maintenant egalement classifiees par les valeurs propres 
de ces trois operateurs, si on laisse ces dernieres arbitraires: e'est ce qu'on appelle la 
specialisation non-restreinte de ^(31(2)). 

Nous ne considererons pas cette situation ici: nous n'aurons affaire qu'a des rep de 
^(31(2)) telles que K^ +2 = ±1 et (S 1 * 1 )^" 1 " 2 = (ce qui implique en particulier que H 
est bien defini comme operateur dans ces rep). La theorie de la representation n'en reste 
pas moins non-triviale: en effet, en imaginant q comme un parametre amene a varier 
continument, il est naturel de considerer que les operateurs (S ± ) /+2 /[/ + 2J! restent 
bien definis dans la limite ou [/ + 2J! = Y\{^ [i\ -> et (S±) /+2 -> 0. L'algebre 
^(31(2)) munie de ces nouveaux elements constituent la specialisation restreinte de 
U q (sl(2)). Les operateurs correspondants aggrandissent les modules de £/g(5l(2)). En 
particulier, certaines rep deviennent reductibles mais indecomposables. Qu'advient-il des 
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representations standard quand q devient une racine de l'unite ? On trouve la classifica- 
tion suivante: 

a) les representations standard de spin s tel que < 2s < f restent irreductibles. 

b) les representations standard de dimension 2s + 1 = n(f + 2) restent egalement 
irreductibles. 

c) les autres se retrouvent groupees ensemble en rep reductibles mais indecomposables. 
Appelons "bonnes" (ou de type II) les rep a), et "mauvaises" (ou de type I) les rep 

b) et c). II existe un critere simple pour distinguer les bonnes rep des mauvaises: on 
introduit pour cela la notion de g-dimension, qui n'est autre qu'un caractere particulier. 
Par definition, 

qdim(R) = tr R (K) (2.9) 

Pour q = 1, on retrouve la notion de dimension usuelle. On calcule aisement pour la rep 
standard de spin s que qdim(R) = |_2s + lJ. En particulier, pour q = ± exp(±i7r/(/ + 2)), 
qdim(R) > pour < 2s < f. Par contre, pour les mauvaises rep, on a: qdim(R) = 
(c'est evident pour les rep de type b), et prouvable pour celles de type c)). 

Ceci suggere de tronquer l'algebre des representations en ne conservant que les bonnes 
rep, c'est-a-dire de (/-dimension non nulle, et en jetant les mauvaises [20]. Pour cela, il 
est necessaire de definir un nouveau produit tensoriel tronque: evidemment, il ne s'agit 
pas seulement d'eliminer les rep de (/-dimension nulle, car ceci briserait l'associativite 
de l'algebre 1Z (des bonnes rep peuvent apparaitre par produit tensoriel de mauvaises). 
Dans le cas de ^(^[(2)), une methode simple pour construire les matrices d'adjacence 
tronquees (ce qui equivaut a donner le produit tensoriel tronque) consiste a partir de la 
matrice A associee a la rep fondamentale (spin 1/2) et a la tronquer au sens litteral du 
terme: on obtient une matrice (/ + 1) x (/ + 1) (dans la base des irreps classees par ordre 
de dimension croissante): 

/0 1 0\ 
1 1 



A = 



1 1 

Vo i o/ 



Ensuite, on obtient les autres matrices d'adjcacence dans la decomposition du produit 
tensoriel de rep de spin 1/2. Ainsi, la matrice d'adjacence de spin 1 verifie A\ = (Ai ) 2 — 1. 
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Nous donnerons une vision intuitive de ces matrices d'adjacence tronquees au \2. 2. 2\ . Don- 



nons la formule finale du produit tensoriel de deux bonnes irrep de spins s et s' (s' < s): 

min( s+s',/ — (s+s')) 



s' 



s" (2.10) 



L'algebre des representations TZtronc ainsi definie reste associative et commutative; elle 
est de dimension finie, et n'admet done plus qu'un nombre fini d'irrep (caracteres), 
la (/-dimension etant l'un d'entre eux (valeur propre de Perron-Frobenius des matrices 
d'adjacence). Ceci revient a dire que les regies d' addition et de multiplication des car- 
acteres ne sont plus valables pour des caracteres quelconques, du fait de la troncation 
(ainsi, la dimension du produit tensoriel tronque n'est pas le produit des dimensions; par 
contre, la (/-dimension du produit tensoriel tronque est le produit des (/-dimensions) . 

Finalement, on peut montrer que U q (sl(2)) est quasi-triangulaire 20 et possede done 
une matrice R universelle. Nous ne donnerons pas la formule abstraite de R (cf [14]), 
mais seulement sa matrice (et celle de R) dans deux representations de spin 1/2: 



/ q 0\ / q~ l \ 



R 



1 q-q' 1 
1 



R = 



10 

q~ l -q 1 



(2.11) 



\0 q) V q~ l ) 



2.1.3. Yangiens, groupes quantiques affines et matrices R(X) 

Nous avons vu au 2.1.1 des expressions pour les matrices R semblables a celles qui 
avaient ete utilisees dans l'Ansatz de Bethe. Cependant, les matrices R des groupes quan- 
tiques ne dependent a priori pas d'un parametre spectral; en particulier, elles verifient 
l'equation de Yang-Baxter, mais sans parametres spectraux. Pour y remedier, il suffit de 
considerer des groupes quantiques dont les representations sont indexees par un parametre 
spectral A: e'est ce qui nous conduit naturellement aux Yangiens et aux algebres de 
boucles quantiques. 

On sait qu'a une algebre de Lie simple q on peut associer une algebre affine (non 
tordue) g qui peut etre considered comme une extension centrale de l'algebre de boucles 
0o de 0. Si Ton oublie l'extension centrale, on voit que Ton a precisement introduit un 
nouveau parametre x (de sorte que l'algebre de boucles soit: go = Q <E> C[x, x _1 ]). Notons 



20 Pour q generique. Pour q racine de l'unite, et dans la specialisation restreinte, on peut tout 
de meme trouver des matrices R pour toutes les representations. 
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que dans l'application usuelle des algebres affines a la physique (pour les theories con- 
formes), x joue le role de variable d'espace-temps, alors qu'ici il constitue le parametre 
spectral (on verra qu'il est relie a notre parametre spectral habituel A par x = q ). 

Pour des raisons qui vont apparaitre plus loin, il est plus naturel de commencer par 
considerer le cas deforme. De la meme maniere que Ton peut deformer l'algebre de Lie 
simple g en U q (g), on peut deformer g en un groupe quantique affine U q (g). En fait, 
nous ne nous interesserons qu'aux representations de niveau de U q (g) 21 , c'est-a-dire 
aux representations de l'algebre de boucles quantique U q (go): en effet, celles-ci sont, 
comme dans la limite non-deformee q = 1, des representations d' evaluation du parametre 
x. On peut montrer que toute representation de U q (go) s'obtient par produit tensoriel 
de representations d'evaluation. 

On peut ensuite prendre la limite non-deformee q — > 1 (ou q — > —1, voir |2.2| ): 
dans cette limite, et pour les modeles physiques qui nous interessent, l'algebre de boucles 
quantique U q (qq) ne redonne pas l'algebre de boucles usuelle, mais "degenere" en un 
Yangien [22,23], note Y(g). Y(g) est encore une algebre de Hopf non co- commutative, 
qui contient comme sous-algebre l'algebre universelle enveloppante U(g). La theorie de la 
representation de Y(g) est completement analogue a celle de U q (go): ses representations 
peuvent etre obtenues par produit tensoriel de representations dites d'evaluation. Nous 
n'expliciterons pas ici Y(g), et le lecteur est done renvoye aux references [13,24] pour plus 
de details. 

Pour deux rep d'evaluation V\ et V 2 de parametres spectraux Ai et A2 d'un 
groupe quantique affine/ Yangien, la matrice R(X) entre les deux rep est une fonction 
de A = Ai — A2. Ainsi, l'equation de Yang-Baxter acquiert la forme (|1.4j ) avec parametres 
spectraux. De plus, remarquons que l'equation d'unitarite ( |T73| ) s'interprete alors comme 
la triangularite du groupe quantique affine/ Yangien: R = R prise dans V\ ® V2. 

II convient de remarquer que les Yangiens et les groupes quantiques affines ne sont 
pas stricto sensu des algebres de Hopf quasi-triangulaires; en effet, ils ne sont pas tout a 
fait "presque co-commutatifs" , fait qui s'averera important pour nous puisqu'il est lie a la 
procedure de fusion (section |2.3| ). Cependant, on peut tout de meme definir pour toute 
paire de rep V\ et V2 des matrices R qui verifient l'equation de Yang-Baxter; et pour des 
valeurs generiques des parametres spectraux caracterisant V\ et V2, R12 entrelace bien 
Vi ® V 2 et V 2 ® Vi. 

Explicitons maintenant U q (g) dans le cas g = sl(2). 



21 



Les representations de niveau non nul peuvent quand meme apparaitre elles aussi, cf [21]. 
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2.1.4- Le groupe quantique affine U q (sl(2)) et ses representations de niveau 

L'algebre U q (sl(2)) est engendree par les elements (inversibles d'inverses K~ x ). 
Ei, Fi (i = 0, 1) et les relations: 

K.E.K- 1 = ^E,- 

K, — K" 1 ( 2 - 12 ) 



EF • - EF- = <5 

q — q~ l 

(ad Ei ) 1 -^(E i ) = (Mi) 
(ad F J 1 -^(F J )=0 (i/j) 

ou (a^j) est la matrice de Cartan de A^ 1 -*: (oy) = ~2 2 )- Nous n'ecrirons pas plus 
explicitement les deux dernieres conditions (voir [13] pour une definition de Faction ad- 
jointe g-deformee ad). On remarque que KiK appartient au centre de l'algebre: dans 
une representation irreductible, KiKq = q n , ou n est le niveau de la representation. 

U q (sl(2)) contient deux sous-algebres U q (s\(2)) (engendrees par K^, Ej, Fj a i fixe), 
qui jouent a priori des roles symetriques. Evidemment, ceci est a contraster avec la vision 
usuelle de U q (sl(2) ) comme algebre de boucles (deformee), dans laquelle on a une sous- 
algebre privilegiee, la sous-algebre horizontale: les generateurs de cette derniere seront 
identifies avec Ki, Ei, Fi. Le co-produit, l'antipode et la co-unite sont donnes pour 
chaque sous-algebre U q (sl(2)) par les relations ( p77|) . 

Definissons a present les representations devaluation: elles sont obtenues par affin- 
isation des representations de U q (sl(2)). Ainsi, si Ton a defini une representation de 
U q ($1(2)) par Taction de ses generateurs E, F, K, alors Faction des generateurs de U q (sl(2)) 
est donnee par 

E 1= xE F 1 = x~ 1 F K 1= K . . 

E = xF F = x~ 1 E K = K" 1 K ' 

On a KoKi = 1, done e'est une representation de niveau 0, caracterisee par son spin 
(celui de la representation de U q (sl(2)) dont on est parti) et un parametre spectral x. 
Remarquons egalement qu'a la representation (2.13) est naturellement associee une gra- 
dation de U q (sl(2)), e'est-a-dire que Ton associe aux generateurs Ei, Eo un degre +1 (car 
ils multiplient par x), a Fi, F un degre —1, et a Ki, K un degre 0. C'est la gradation 
principale, la plus naturelle pour nous. 
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Nous serons cependant amenes a considerer une autre gradation. Pour cela, eflec- 
tuons un changement de base dependant de x, de fagon que E acquiere un degre egal a 
— 1, et F a +1. Alors, on obtient une nouvelle gradation, la gradation homogene, dans 
laquelle la sous-algebre horizontale Ei, Fi, Ki est de degre 0, tandis que Eo est de degre 
2 et F de degre —2. 

Prenons un exemple concret. Dans la representation de spin 1/2, les matrices des 
generateurs ( p.!3|) sont 



Ei 
Eq 



x 





x 



Fi 
F 









x~ 


1 





x~ x 









Ki 
K 



q 
q- 1 
q- 1 
a 



(2.14) 



La matrice R{x) entre deux representations de spin 1/2, de parametres spectraux x\ et 
X2 (x = xxjx-i) vaut 



R(x) 



/I 





Vo 











x — x 1 


q-q-' 


xq—x~ 1 q~ 1 


xq—x x q 1 






q-q-' 


x — x~ 1 


xq—x 'q 1 


xq— x~ 'q~ 1 












1/ 



(2.15) 



Effectuons maintenant le changement de base |±) = a;^ 1 / 2 ^); on obtient les nouvelles 
matrices 

Ei= i ;; ;, i f, = i ; ;; i k, 



E f 



1 





x 



2 



0\ ~ q 

Ko = 



x~ 




q ^ 
q 



L'action de la sous-algebre horizontale s'identifie a Taction usuelle de U q (sl(2)). Quant a 
la matrice R(x), elle s'ecrit 



R(x) 



/I 









xq — x 1 (j 1 



Vo 



X- 1 _! 

xq — x L q 1 











x 



xq—x~ 1 q~ 1 



xq — x ^ 










1/ 



xR — x X R 
xq — x~ x q~ l 



(2.17) 



ou R et R sont les matrices R de sa sous-algebre horizontale (cf (2.11)). 

Qu'est-ce qui motive physiquement le choix d'une base ou de 1' autre, et done d'une 
gradation ou de l'autre ? Pour se faire une idee, supposons que le groupe quantique afnne 
agisse sur le Hilbert d'une theorie invariante relativiste, de telle sorte que A (x = q~ lX ) 
s'identifie a la rapidite des etats asymptotiques. Un choix naturel consiste a prendre 
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des vecteurs de base |±,x) (ou Ton a specifie explicitement le parametre spectral x 
de la representation) tels que \±,xxi) = r x |±, X\) ou r x est l'operateur de boost dans 
l'espace de Hilbert. Ainsi, le degre d'un operateur O dans la gradation correspondante 
s'identifie au comportement sous le groupe de Lorentz de cet operateur (son "spin"): 
t~ 1 Ot x = x des °0. Le choix de la gradation est done lie au "spin" des generateurs du 
groupe quantique. 

Remarquons enfin que, dans la limite q — > 1, la matrice R(x) (2.15) exprimee en 
termes de A, avec x = q~ (on parle alors de matrice R trigonometrique), tend vers la 
matrice R(X) rationnelle (1.20). Cette derniere s'interprete dans ce contexte comme la 
matrice R(X) associee au Yangien Y($l(2)). 

Presentons maintenant la theorie de la representation de U q (sl(2) ) j25| . Nous sup- 
poserons q generique. On montre que toute representation irreductible de dimension finie 
est caracterisee par un polynome P(x) = Ylk( x ~ ^ es Xk son ^ ^ es parametres spectraux 
associes a la representation. Pour deux irrep de polynomes P(x) et Q(x) et des valeurs 
generiques de leurs racines, leur produit tensoriel est irreductible de polynome P(x)Q(x). 
Voyons precisement ce qu'on entend ici par generiques. 

Partons de la rep devaluation de spin 1/2, de parametre spectral xq. Le polynome 
associe est P(x) = x — xq. Pour deux telles rep sur V\ = C 2 et Vi = C 2 , de polynomes 
P(x) = x — x\ et Q(x) = x — X2, le produit tensoriel est irreductible sauf si A2 — Ai = ±i 
(on a repris notre parametrisation x = q~ lX ). Dans ce cas,la representation est reductible 
(mais indecomposable), et on a un sous-espace stable. Pour A2 — Ai = +i, ce sous-espace 
constitue la rep d'evaluation de spin 1, de polynome P(x)Q(x) 22 ; pour Ai — A2 = —i, 
e'est la representation de spin (triviale), de polynome 1. Remarquons la dissymetrie 
manifeste entre les deux cas: dans le premier cas, le polynome est comme dans le cas 
generique le produit des polynomes, et non dans le second. Ceci est du au fait que le 
vecteur de plus haut poids du produit tensoriel se trouve dans la sous-representation dans 
le premier cas, et non dans le second. La sous-representation du vecteur de plus haut 
poids joue done un role special, ce que nous aurons l'occasion de revoir plus loin, lorsque 
nous mettrons en pratique ces resultats pour la procedure de fusion. 

De meme, la representation d'evaluation de spin s admet pour polynome P(x) = 
Yik=i( x — x k) avec Xk = q~ lXk et Afc = A + i(s + 1/2 — k), e'est-a-dire que les Afc forment 

22 Ce sous-espace s'identifie avec la sous-representation de spin 1 dans la decomposition 
\ ® \ = © 1 pour une quelconque des deux sous algebres U q (sl(2)). 
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une 2s-corde. Nous justifierons d'ailleurs au 2.3.1 le lien avec l'hypothese de corde. La 
representation devaluation de spin s s'obtient done comme sous-representation du vecteur 
de plus haut poids de la representation V® 2s (V rep de spin 1/2) avec les parametres 
spectraux Ai, . . ., A2 S - 

De maniere generale, pour deux representations de polynomes P(x) et Q(x), leur 
produit tensoriel est irreductible si et seulement si les racines de P{x) et de Q(x) mises en- 
semble ne forment pas de nouvelles cordes (cas "generique" ) . Pour une analyse complete 
du cas non-generique, nous renvoyons le lecteur a [13]. 

2.2. Anisotropie 

Nous avons maintenant les outils necessaries pour generaliser la chaine XXX ou le 
modele NJL en introduisant une anisotropie dans l'interaction spin-spin. Remarquons que 
nous ne considererons pas Panisotropie la plus generale (les trois constantes de couplages 
differentes) , car elle serait associee aux solutions elliptiques de l'Equation de Yang-Baxter 
(et aux groupes quantiques elliptiques) dont nous n'avons pas parle; cependant, ce cas 
de figure ne nous interesse pas directement car il est lie a des mo deles sur reseau non- 
critiques. 

2.2.1. La chaine XXZ 

Considerons done un Hamiltonien de la chaine XXZ, qui agit sur le meme Hilbert 
n = y®M avec y = c 2 , et qui est donne par 

M 

Hxxz = Hxxz(A) = -2 ^(44+1 + 44+i + ^44+i) (2-18) 

i=i 

ou A est un reel fixe. Ce Hamiltonien ne generalise pas de maniere evidente le Hamiltonien 
XXX (1.1), du fait du signe — dans (2.18). Cependant, si l'on effectue la transformation 
T = life impair s fc' alors le nouveau Hamiltonien H X xz(A) = TH X xz(A)T _1 vaut 

M 

Hxxz(A) = 2 ^(s^Sfc+i + Sfesl +1 - As|s| +1 ) 
i=i 

soit encore: Hxxz(A) = — Hxxz(— A). En particulier, Hxxx = Hxxz(A = — 1). 
Evidemment, les deux Hamiltoniens H X xz(A) et H X xz(A) n'exhibent pas les memes 
symetries: par exemple, Hxxz(A = —1) = Hxxx a une invariance SU{2), alors que 
cette derniere n'est pas manifeste pour Hxxz(A = —1). De maniere generale, on verra 
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que Hxxz (A) est naturellement associe a un groupe quantique avec un parametre de 
deformation q, ou A = (q + q~ 1 )/2; alors, Hxxz (A) = —Hxxz (—A) est associe a un 
parametre de deformation —q. Cependant, ces deux groupes quantiques sont relies de 
maniere triviale l'un a l'autre. Dorenavant, de fagon a nous conformer aux conventions 
de la litterature sur le sujet, nous ne considererons plus le Hamiltonien de la chaine XXZ 
que sous la forme Hxxz (et non Hxxz); en particulier, la limite isotrope correspond pour 
nous ag^ —1, et non ag->l. 

Le Hamiltonien (2.18) n'est pas invariant sous SU(2), mais seulement sous Paction 
de sa sous-algebre de Cartan U(l): [Hxxz, S 3 ] = 0. Y a-t-il une symetrie naturelle de la 
theorie, qui puisse generaliser SU(2) ? 

Une premiere suggestion de reponse apparait en remarquant que la chaine XXZ, avec 
des conditions aux bords ouvertes particulieres [26], possede une symetrie U q (sl(2)) ou 

A=i±fi (2.19) 

Cependant, cette symetrie n'est "pas suffisante" pour nos besoins; en effet, on a vu 
aux paragraphes precedents que pour construire une matrice R(X) avec parametre spec- 
tral, il nous faut une symetrie beaucoup plus grosse qu'un simple groupe quantique. II 
est done naturel de considerer le groupe quantique affine U q (sl(2)) (pour q donne par 
la meme valeur (2.19)), et de le faire agir sur le Hilbert H = V® M de la chaine XXZ. 
U q (sl(2)) agit sur V par la representation de spin 1/2 et de parametre spectral x = 1, et 
done sur 7i par co-pro duit. On introduit ensuite un espace auxiliaire V a , de rapidite x, 
et la matrice de monodromie 

T a (x) = R aM (x)R aM -i(x)...Rai(x) (2.20) 

ou R(x) est la matrice R donnee par (2.15). Choisissons maintenant la parametrisation 
suivante: posons q = — e - * 7 , soit A = — cos 7, et x = e 7 \ La matrice R est alors donnee 
par 

(1 0\ 



R(X) 



q sinh(7A) sinh(i-y) q 

sinh(7(i — A)) sinh(7(i — A)) 

q sinh(i7) sinh(7A) q 

sinh(7(i — A)) sinh(7(j — A)) 

Vo 01/ 



(2.21) 



Pour avoir des conditions aux bords periodiques, on pose T(x) = tr a (T a (x)). On a 
alors la relation: 

Hxxz = z^T(A)- 1 -^T(A)| A=0 + est (2.22) 
7 CLA 
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II est pratique de redefinir Hxxz —> Hxxz pour se debarrasser de la constante mul- 
tiplicative dans (2.22). C'est ce que nous ferons dorenavant. 
Par definition de la matrice R(X), on a 

T a (X)9aH = 9HaT a (X) 

ou g a T-c (resp. gna) est Taction d'un element g de U q {s\{2)) sur V a ® H (resp. H <8> V a ); 
done "modulo les termes de bord", e'est-a-dire en oubliant l'espace auxiliaire, T ffl (A) com- 
mute avec Taction de U q (sl(2)) sur 7i. Cependant, ces termes de bord ne disparaissent 
pas quand on prend des conditions aux bords periodiques, et done ni Talgebre entiere 
U q {s\{2)) ni meme une quelconque sous-algebre U q {s\{2)) ne commutent avec le Hamil- 
tonien Hxxz; on peut seulement considerer que le groupe quantique affine constitue en 
un sens vague une symetrie du Hamiltonien de la chaine XXZ dans la limite M — > oo 
(puisque le manque de commutation entre Hxxz et Taction de U q ($l(2)) est lie a des ter- 
mes de bord). Ce point de vue est celui qui est la base des travaux [21], mais leur optique 
est suffisamment differente de la notre pour que nous ne nous attar dions pas sur ce point. 

Signalons immediatement que, de la meme maniere que Ton passe de la chaine XXX 
a la chaine XXZ, on peut considerer un modele NJL deforme, dont le Lagrangien est [27]: 

L = - gilf* - ftilj 1 ' + jlfn (2.23) 

Aussi bien la chaine XXZ que le modele NJL deforme nous conduisent a des cas partic- 
uliers de la matrice de monodromie inhomogene 

T a (x\y u . . . , y M ) = RaMixy^RaM-iixyM 1 ^) . . . Ra^xy^ 1 ) (2.24) 

Pour le modele NJL deforme, 7 est donne par cos 7 = cos gj cos / et les inhomogeneites 
yk = e ±A ou tanh A = cos / sin 7/ sin g (de sorte que A — > 00 quand / — > 0). 

Comme au 1.1.3, on peut definir un modele statistique sur reseau a partir de la 
matrice de monodromie (2.24): on obtient ainsi le modele a 6 vertex general. En effet, la 
matrice la plus generale qui conserve la charge U(l) et qui est Z 2 -invariante par retourne- 
ment des fleches a les memes 6 poids non-nuls que R(X) et depend de trois parametres 
independants, qui sont pour nous la normalisation globale de la matrice R, le parametre 
de deformation q et le parametre spectral x. 

Une fois que Ton a compris que Tanisotropie nous forgait simplement a remplacer le 
Yangien Y(sl(2)) par le groupe quantique affine U q (sl(2)), on peut recommencer TAnsatz 



51 



de Bethe algebrique pour diagonaliser la matrice de transfert T(A) = tr a (T a (A)). La 
procedure est inchangee, mais elle nous conduit a de nouvelles equations d'Ansatz de 
Bethe: 

m rr rr — ^-n — 1 ~— \~ nn M — 1 -1 

n p j _ ^ p _\ = n Xa ~i yk -, ( 2 - 25 ) 

Q—\ •Ea-Ep Q •Ka X fiCL fe=l *^ a ^fc 5 

Nous nous limiterons dorenavant a la phase dite no n- massive, c'est-a-dire — 1 < A < 
1, soit encore \q\ = 1. Dans la parametrisation q = —e~ 11 , 7 est reel, < 7 < tv. 
Les BAE (2.25) se recrivent alors, apres le decalage des A a de i/2: 

n sinh(7(A Q - A^ + i)) = -pr sinh(7(A Q -6 k + i/2)) 
; i sinh( 7 (A Q - X p - 1)) sinh( 7 (A Q - 9 k - i/2)) 1 ' } 

ou yk = e l9k . De meme, la valeur propre e~ WkL de T(9k) correspondant a l'etat de Bethe 
caracterise par les A Q vaut: 



c 



-i Pk L = TT sinh(7(g fc - A Q + i/2)) 

1 = 1 sinh( 7 (^ - A a - i/2)) { • ] 



Une difference essentielle avec le cas isotrope consiste en ce que, le systeme n'ayant plus 
Finvariance sl(2) (ni Finvariance de groupe quantique du fait des conditions de bord), on 
ne peut plus rajouter de racines A a = 00 a une solution donnee; ainsi, on obtient tous 
les vecteurs propres de la matrice de transfert (et non pas seulement des vecteurs de plus 
haut poids) en ne considerant que des racines X a finies [28]. 

Dans la region — 1 < A < 1 que nous considerons, le vide de la theorie, comme dans 
le cas isotrope, est non-trivial: il est obtenu en remplissant de racines des BAE ( |2.26| ) 
l'axe reel. 

Dans la limite thermodynamique, il faut trouver une hypothese de corde appropriee: 
celle-ci existe |29[ , mais elle est relativement compliquee pour une valeur quelconque de 7 



(elle depend du developpement en fraction continue de 7/77). Nous nous limiterons done 
ici a la valeur 7 = n/(p + 1), p > 1 entier (nous reviendrons a une valeur arbitraire de 7 
quand nous parlerons de NLIE, section |3T3| ) , qui a un interet tout particulier pour nous. 



L'hypothese de corde s'exprime alors ainsi: les racines des BAE ( |2.26| ) forment soit des 
j-cordes (centrees sur l'axe reel) avec 1 < j < p, soit des "l~-cordes", c'est-a-dire des 
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racines de partie imaginaire En utilisant des techniques similaires a celles employees 
1.2.% on obtient le nouveau systeme d'Equations d'Ansatz de Bethe continues: 



au 



Cj k * Pk + Pj - Sjp-is ★ p x - = 8jia * s(A) 1 < j < p 
p x - - s-kpp-x + p x - =0 



(2.28) 



Cjk est la matrice de Cartan avec parametre spectral de A p , c'est-a-dire qu'elle est donnee 
par (1.47), mais avec les conditions de bord 1 < j, k < p. Comme nous nous resservirons 
de la matrice de Cartan de A p plus tard, donnons son inverse en transformee de Fourier: 



Cjk(K) =C#(k) = 2 coth(«; 



sinh((p + 1 — k)n) sinh(jre) 
sinh((p + 



k>j 



[2.29) 



Les BAE (2.28) peuvent etre decrites par la figure [14 . 



• • • 




1 2 p-2 p-1 p 

Fig. 14: BAE de la chaine XXZ a 7 = n/(p + 1). 

Le noeud supplementaire lie au noeud p — 1 est celui qui correspond aux l~-cordes: 
le lien entre les deux noeuds signifie qu'il y a un terme —s*p p -i dans l'equation du noeud 
1~, et qu'il a un terme — s * p 1 - dans l'equation du noeud p — 1. 

L'energie-impulsion a precisement la meme forme (1.33)-(1.34) que dans le cas 
isotrope (rappelons que nous avons redefmi la normalisation de Hxxz a cet effet). Les 
excitations physiques sont done des trous dans la mer de Fermi de racines reelles des BAE, 
et elles ont les relations de dispersion e = n sinp pour la chaine XXZ, e 2 = p 2 + m 2 pour le 
modele NJL anisotrope (apres avoir pris la limite d'echelle D —>■ 00, m = 2De~ n / c fixee). 

Bien sur, le manque de symetrie du Hamiltonien a L < 00 n'empeche pas les 
excitations physiques d'avoir une structure "isotopique" , liee a la possibilite d'inserer 
des j-cordes, j > 2, et des l~-cordes. Nous reviendrons sur ce point au $.2.3j ; nous 
determinerons alors egalement la matrice S des excitations physiques. 

2.2.2. Troncation de groupe quantique 

Comme nous l'avons dit, le systeme que nous venons de decrire n'est pas invariant 
par Taction d'un groupe quantique du fait des conditions de bord. II y a deux manieres 
de retablir cette invariance: 
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★ soit, comme nous l'avons explique precedemment, en prenant des conditions de bord 
ouvertes particulieres [26]; ceci a le desavantage de modifier l'aspect des BAE, du 
fait qu'elles doivent maintenant incorporer les effets de reflection aux bord [30]. 

■k soit, pour q racine de l'unite (done en particulier pour 7 = ir/(p + 1)), on peut mod- 
ifier la matrice de transfert (tout en conservant les conditions de bord periodiques) 
[31] de fagon a restaurer la symetrie U q (sl(2)). II est alors naturel de changer la 
gradation du groupe quantique affine en la gradation homogene, de fagon a faire de 
la symetrie U q (sl(2)) une sous-algebre horizontale 25 . II est par contre impossible de 
restaurer la symetrie du groupe quantique affine complet. 

Nous choisirons done la deuxieme solution: elle conduit a des BAE quasiment iden- 
tiques a Q2.26 ) (il y a simplement des "twists" supplementaires^); en particulier dans la 



limite thermodynamique, les BAE continues ont la meme forme (|2.28[ ). 

On peut alors implementer la "troncation de groupe quantique". Rappelons que 
celle-ci consiste a tronquer le produit tensoriel V® M qui constitue le Hilbert physique 
de fagon a retirer les mauvaises rep au fur et a mesure qu'on effectue les produits ten- 
soriels succesifs par V. Comme nous l'avons deja signale, cette procedure n'equivaut pas 
a simplement effectuer le produit tensoriel complet V® M , puis retirer les mauvaises rep: 
en effet, il existe des bonnes rep qui ont ete obtenues par produit tensoriel de mauvaises 
rep et qui sont ainsi conservees alors qu'elles ne devraient pas appartenir au Hilbert 
tronque TCtronc- Une bonne visualisation de la procedure de troncation se fait grace aux 



diagrammes de Bratteli (figure |15|) 
(p-2)/2 




M 

Fig. 15: Un diagramme de Bratteli. Le spin est place en ordonnee. 



En fait, le choix de la gradation nous est impose par le fait que, dans la limite conforme, il 
existe une nouvelle action de l'algebre de Virasoro qui modifie le spin des generateurs du groupe 
quantique - voir chapitre 3. 

2 ^ Ceux-ci compensent exactement les "twists" qui apparaissent par Taction des generateurs 
du groupe quantique, assurant ainsi l'invariance des BAE. 
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On part de la representation triviale, de spin s = 0, puis on effectue le produit 
tensor iel par V une premiere fois, et on obtient s = 1/2, puis une seconde fois et on 
obtient s = ou s = 1, etc, jusqu'au cran M ou Ton obtient le spin de Fetat. A chaque 
diagramme allant du spin au spin s correspond exactement une sous-rep de spin s de 
V® , et on a ainsi construit une decomposition de V® M en sous- rep irreductibles. La 
troncation consiste alors simplement a ne retenir que les diagrammes qui sont entierement 
en-dessous de la valeur maximale s = (p— 1)/2. Les diagrammes de Bratteli sont directe- 
ment lies a la formulation IRF ("Interaction Round a Face") |3!| des mo deles qui nous 
interessent (en l'occurrence les modeles IRF equivalents sont les modeles SOS/RSOS), 
mais il n'est pas possible, par manque de place, de discuter de cette formulation ici. 

Au niveau de l'Ansatz de Bethe, la troncation implique de ne conserver que les 
etats de Bethe qui sont les vecteurs de plus haut poids de bonnes representations (de 
spin s < (p — l)/2) de U q ($l(2)), et qui sont dans Htronc- Dy a plusieurs manieres 
equivalentes de caracteriser ces etats (voir par exemple [33, [£| pour les conditions de 
bord ouvertes); dans la limite thermodynamique, on peut les identifier par les proprietes 
suivantes 25 : p p = p p = pi- = p~\- = 0, et done, d'apres les BAE (|2.28[) , p p -i = 0. La 
densite de (p — l)-cordes p p -i n'est, elle, pas necessairement nulle, (ce qui jouera un role 
par la suite), mais comme les differentes equations ne sont couplees entre elles que par 



les pj, on peut supprimer le noeud p — 1 sur le diagramme, d'ou la figure |T6 . 



• • • 




• • • 



1 2 p-2 

Fig. 16: Troncation de groupe quantique dans les BAE. 



25 Cette caracterisation a ete trouvee dans [35], bien qu'elle ait ete obtenue en supposant le 
spin U q (sl{2)) nul, ce qui est inutile - voir note suivante. 
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II y a encore correspondance entre noeuds des BAE tronquees et bonnes rep (a 
condition d'exclure les rep "triviales" de spins et (p — l)/2). Nous ne donnerons pas la 
valeur du spin pour les etats de Bethe de TCtrona car ia situation est plus compliquee que 
dans le cas isotrope: ceci est du au fait que le groupe quantique "nu" (celui dont on a 
parle jusqu'a present) et le groupe quantique "physique" (qui sera introduit au sont 
distincts. Bornons nous a constater que, dans la limite thermodynamique, s/L (le spin 
par unite de longueur) est necessairement nul puisque s < (p—l)/2 tandis que L — > oo 26 . 

2.2.3. BAE nues /BAE physiques: cas anisotrope 

On peut egalement obtenir des BAE physiques pour le cas anisotrope. Pour ce faire, 
dessinons les diagrammes (non tronques) correspondant aux BAE physiques et aux BAE 
nues pour 7 = ir/(p + 1) (figure 17). 





Fig. 17: Passage des BAE nues aux BAE physiques dans le modele NJL 
anisotrope. Les numeros sont les longueurs des cordes nues. 

La situation est essentiellement la meme que dans le cas isotrope, a une difference 
cruciale pres: le diagramme auquel on a retire un noeud n'est pas identique au diagramme 
complet; il correspond maintenant a une nouvelle valeur A = — cos 7, avec 7 = 7r/p, de 
l'anisotropie. 

Une fois cette difference observee, on conjecture que les excitations physiques sont 
des doublets du "groupe quantique affine physique" Ug(sl(2)) (q = — e -1 ^), et que leur 
matrice S est donnee par S(X) = S(X)R(X), ou S est un facteur scalaire et R est donnee 
par (2.15) pour le parametre de deformation q (et oux = e^ A ). Un calcul analogue a celui 
qui a ete fait dans le cas isotrope nous permet de calculer S(X) (a une phase globale pres): 

$ /. [ + °° sin(2 K A) sinh((p-l)«) 

b(X) = exp [1 an 



K sinh(pre) cosh(ft) 



r(i + zA)p(i-zA) - r(f + i + zA)r(H ? i-^ ) 2 r(f + z a) (2-30) 
r(i-z|)r(i+^) n 11 1 r(f + i-z|)r(Hfi + z|) 2 r(f 



26 En particulier, en remplagant l'hypothese s = par l'hypothese plus faible s/L — > dans 
[35], on rend le raisonnement de cet article applicable a des etats de spin quelconque. 



56 



Cette matrice S s'identifie a la matrice S soliton-soliton de Sine-Gordon pour une con- 
stante de couplage (3 2 /8n = p/(p + 1), ce qui est un signe de l'equivalence des modeles 



NJL anisotrope et de Sine-Gordon. Le lien exact avec Sine-Gordon sera discute au \3. 3. 1 . 
Notons aussi que la nature des excitations physiques, et l'expression de leur matrice S, 
que nous avons obtenu pour 7 = n/ (p+1), p entier, sont encore valables pour 7 arbitraire, 
< 7 < 7r/2, soit p + 1 = 7r/7 non necessairement entier. 

Dans la limite thermodynamique L — > 00, on voit d'apres l'expression de l'energie, 
qui ne depend que de la position des trous, et pas de leur spin, que le Hamiltonien com- 
mute avec Taction du groupe quantique affine Uq(sl(2)): c'est cette symetrie qui explique 
la degenerescence supplementaire du spectre a L = 00. De meme, dans la limite isotrope 
7 — ► 0, on voit que la symetrie SU(2) est etendue en une symetrie Y($l(2)) a L = 00. 

La situation reste inchangee quand on opere la troncation: comme on le voit dia- 
grammatiquement sur la figure [18| (et comme on peut en effet le verifier explicitement 
||34j|), la troncation vis-a-vis du groupe quantique nu U q (sl(2)) C U q (sl(2)) est equivalente 
a la troncation vis-a-vis d'un groupe quantique physique Uq(sl(2)) C Uq(sl(2)). Ainsi le 
Hilbert des excitations de basse energie a la forme d'un espace de Fock tronque. 



12 p-2 12 p-2 

Fig. 18: Passage des BAE nues aux BAE physiques dans le modele NJL anisotrope 
tronque. 



Une maniere agreable de visualiser la troncation consiste a considerer les exci- 
tations physiques comme des solitons (pour une revue des solitons dans les modeles 
integrables, voir [36]). Pour cela, assignons a chaque nombre quantique s (spin de 
Uq(sl(2)), < 2s < f = p — 2), un vide 27 . D'apres la loi de composition des spins 
s \ = (s — |) © (s + (avec la restriction < 2s < /), une particule de spin 1/2 doit 



etre considered comme un soliton qui connecte deux vides adjacents (figure p!9[ ). 



27 Ceci veut-il dire que la theorie que nous considerons admet reellement plusieurs vides ? En 
fait, la reponse a cette question depend des conditions de bord. Pour celles que nous avons prises 
(voir plus loin), le vide correspond necessairement a la representation triviale s = 0. 



57 



1/2 1 ... f/2 

Fig. 19: Vision intuitive des differents vides. 



On part done d'un vide a x = — oo qui est necessairement pour nous s = 0; puis on 
place des solitons qui produisent des transitions vers des vides s > 0; la troncation est 
naturellement implemented par le fait qu'on ne peut aller plus loin que le vide s = f/2. 

Dans le langage solitonique, un etat a deux solitons est specine par la donnee de 
trois vides, tandis que la diffusion de deux solitons est donnee par quatre vides: en effet, 
seul le vide intermediare peut changer entre avant et apres la collision. La matrice S est 
donnee dans ce langage dans par exemple [37]; retrouvons-la explicitement a partir de 
notre matrice S(X) = S(X)R(X), oil Ton utilise la matrice R donnee par (2.17) (gradation 
homogene) de Uq(sl(2)). Du fait que S(X) = VS(X) commute avec Taction du groupe 
quantique Uq(sl(2)) 28 , il peut se decomposer en projecteurs sur les differentes sous-irrep: 
on trouve 

^M*-SroH <2 - 3l) 

II faut maintenant convertir ce resultat dans la base naturelle du langage solitonique: 
celle des chemins sur un diagramme de Bratteli (figure 20). 

Ceci revient a decomposer la representation s£g>^£S> \ de deux manieres differentes: s® 
(1©0) pour ( |2.31| ), {sAr\@s — pour les diagrammes de la figure |20|. Les diagrammes 
a et d sont clairement contenus dans s <g> 1, et done l'element de matrice S associe n'est 
autre que S(X). Par contre, les diagrammes b et c melangent s®l et s®0, et la matrice S 
n'est plus diagonale dans la base (b,c): il peut y avoir des transitions b^c. Le calcul des 



28 mais ne commute pas avec Taction du groupe quantique affine tout entier ! En effet, S 
ne fait qu' entrelacer les representations sur Vi (8) Vi et V2 <8> Vi, qui sont distinctes a cause des 
parametres spectraux. Par contre, grace au changement de gradation, Taction du sous-groupe 
horizontal Uq(sl(2)) ne depend pas du parametre spectral. 

58 



s+1/2 




s+1/2 



s-1/2 




s-1/2 



Fig. 20: Les quatre chemins associes a deux excitations de spin 1/2. 
coefficients 6j qui donnent le changement de base nous conduit aux formules suivantes: 
S( a -»• a) = S(d d) = 5(A) 

Sib - <A - Sic - b) - l 2s + 2 \ 1/2 l 2s \ 1/2 sinh (7A) §( ) 

^ 6) = 1 ^(7(A + i(2 a + l)))g (2-32) 
v ; L 2s + !J sinh(7(A - z)) V ; 

1 sinh(7(A-z(2s + l))) 3M , 
b{ ° C) ~ I27TTJ sinh(7(A-z)) ^ AJ 

ou L^J = sin (72;)/ sin(7). La formulation solitonique de la matrice S (2.32) est plus com- 
pliquee que sa formulation usuelle ( |2.31|) , du fait qu'intervient explicitement s, le nombre 
quantique qui decrit dans quels vides se situe l'interaction. 

Notons egalement que la transition c — > b est interdite pour s = f /2 (car L/ + 2J = 0), 
ce qui est une justification a posteriori de la stabilite du Hilbert tronque TCtronc (cf [(32| 
pour une remarque similaire). 



2.3. Spin plus eleve et fusion 

Jusqu'a present, nous avons uniquement utilise la representation de spin 1/2 
de SU(2) (ou sa deformation dans le cas anisotrope). Pourquoi ne pas utiliser les 
representations de spin superieur ? Pour cela, il faut construire les matrices -R(A) corre- 
spondantes. Ce probleme est intimement lie a la theorie de la representation de Y(sl(2)) 
(ou U q (sl(2))), et en fournit une bonne illustration. Pour simplifier la discussion, nous 
nous replagons tout d'abord dans le cas isotrope. 
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2.3.1. La procedure de fusion 

Nous avons vu que les matrices R(\) sont simplement les matrices dans une 
representation donnee de la matrice R universelle de Y(sl(2)). Mais ceci ne nous four- 
nit pas de maniere explicite de calculer R(X). Le plus simple, pour y parvenir, est 
d'utiliser la procedure de fusion. Pour le restant de cette section, nous redefinirons la 
matrice R: R(X) = A — iV, supprimant le denominateur A — i qui est un simple facteur 
scalaire. Evidemment, cette redefinition brise l'unitarite: on a la condition plus faible 
i2 12 (A)i2 21 (-A)=p(A)l. 

La fusion est implementee par l'equation de quasi-triangularite: pour 3 rep V±, V2, 
V3 de parametres spectraux Ai, A2, A3, on a, d'apres (2.2): 



-Rl(23)(Al|A2, A3) — i?i3(Ai — A3)i?i 2 (Ai — A 2 ) 



(2.33) 



ou ill (23) es t la matrice R entre V\ et V2 <8> V3 29 . Ainsi, la quasi-triangularite permet de 
construire la matrice R dans des representations produit tensoriel a partir de celles des 
composantes du produit tensoriel. La matrice de monodromie inhomogene T a introduite 
au 1.1, en particulier, n'est autre que la matrice R entre l'espace auxiliaire V a et l'espace 
de Hilbert entier 7i. 



Fig. 21: Representation imagee de la quasi-triangularite, ou du bootstrap. 



Le lecteur avise aura reconnu en (2.33) une version algebrisee de la procedure de 



bootstrap (figure |2T]) pour les matrices S. Evidemment, il n'y a plus de poles, car on a sup- 
prime tous les facteurs scalaires dans les matrices R: les "etats lies" potentiels seront done 
determines par la condition que la matrice R laisse stable un sous-espace propre de V^V^. 
L'idee est des lors que, toute representation de Y(sl(2)) pouvant etre extraite du produit 
tensoriel des rep devaluation de spin 1/2, on obtiendra la matrice R dans toutes les rep. 



29 Du fait de l'inhomogeneite de la condition de quasi-triangularite par rapport a R, la normal- 
isation de R importe; si Ton multiplie R par un facteur scalaire, alors ( 2.33| ) doit etre modifiee 
de la meme facon que l'equation d'unitarite. 
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Nous avons vu au \2.1.J\ que, pour des valeurs generiques des parametres spectraux, 
le produit tensoriel de deux rep devaluation est irreductible. Par contre, si les racines 
des deux polynomes associes forment une nouvelle corde, on a reductibilite. Ici, le cas se 
presente pour A2 — A3 = ±i. Et en effet, l'equation de Yang-Baxter 

-Ri(23)(-^i|^2, A 3 )i?32(A 3 — A 2 ) = #32^3 — A 2 )-Ri2(Ai — A 2 )-Ri3(Ai — A 3 ) (2.34) 

pour A3 — A 2 = — i (resp. A3 — A 2 = +i) prouve, puisque R32 vaut alors le projecteur Pi sur 
la sous-rep de spin 1 (resp. Po, de spin 0), que i?i(23) laisse stable cette sous-rep. Posons 
done A2 = A ± i/2, A3 = A =F z/2, et projetons #1(23) sur la sous-rep stable: on obtient la 
matrice R entre la rep de spin 1/2 et de parametre spectral Ai et la rep de spin 1 ou et 
de parametre spectral A. Explicitement, pour la rep de spin 1 (le cas le plus interessant, 
puisque la rep de spin est triviale), (2.34) implique la decomposition en blocs suivante: 

#i(23)(Ai|A + i/2, A - i/2) = R 13 (X 1 - A + z/2)P 12 (A 1 - A - i/2) = ( R Hm&i ~ A ) * 

R 12 (X 1 - A - i/2)R X3 {X x - A + i/2) = (*im& ~ A ) J 

(2.35) 

ou les deux blocs correspondent aux deux sous-rep de spin 1 et dans V2 ® V3; -Ri{23}(A) 
est done la matrice R recherchee entre les rep de spin 1/2 et 1. Apres avoir remis les 
facteurs scalaires, et change de notation: -Ri{23} = Pi,i (on met en indice le spin des 
representations), on obtient: 

A — i/2 — 2s 1 • s*i 



A - 3i/2 



ou si et si sont les generateurs de sl(2) dans les rep de spin 1/2 et 1. 

On peut recommencer la procedure de fusion pour obtenir les matrices R pour des 
spins plus eleves. En particulier, d'apres les resultats du 2.1.4, on sait que la matrice 
-Ri )S peut etre extraite de la matrice R agissant sur V ® V® 2s : 

R 12s +i(X + i(s - 1/2))R 13 (X + i(s - 3/2)) . . . R 12 (X - i(s - 1/2)) (2.36) 

De plus, la sous-representation de V® 2s de spin 2s joue un role special: e'est la sous- 
representation de plus haut poids (i.e. elle contient le vecteur de plus haut poids de 
V® 2s ). Ceci nous permettra d'utiliser la construction (2.36) pour generaliser les BAE a 
des spins superieurs. 
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Appliquons done la procedure de fusion a la matrice de monodromie. On voit qu'il 
y a deux possibilities: on peut augmenter soit le spin de l'espace auxiliaire V a , soit celui 
des espaces physiques Vi. 

* Si Ton fusionne l'espace auxiliaire de la matrice de monodromie: on obtient alors 
une nouvelle matrice de monodromie T a (X). On peut encore ecrire des relations RTT 
du type de (|1.6| ) pour deux matrices T a et T& dont les espaces auxiliaires sont de spins 
quelconques; les matrices de transfert associees commutent done entre elles. Ainsi, nous 
avons apparemment aggrandi l'ensemble des quantites qui commutent entre elles (et par 
exemple avec le Hamiltonien de la chaine XXX); en fait, les nouvelles quantites conservees 
obtenues par fusion ne sont pas independantes des precedentes. Par exemple, en utilisant 
une decomposition du type (|2.35|) , on a l'equation 

T | (A + i/2)T | (A-V2) = T 1 (A) + T (A) (2.37) 

ou l'indice correspond au spin de l'espace auxiliaire; en particulier, To (A) est une fonction 
scalaire calculable. Comme tous ces operateurs commutent, (2.37) est une equation pour 
leurs valeurs propres: e'est un cas particulier des equations de fusion satisfaites par les 
matrices de transfert, que nous etudierons a la section |3.2. 



De plus, puisque les nouvelles matrices de transfert fusionnees commutent avec la 
matrice de transfert non-fusionnee, la procedure de diagonalisation n'est pas mod- 

ified; seules les valeurs propres correspondantes sont differentes. 

Remarquons qu'il existe une autre maniere d'utiliser la fusion dans l'espace auxili- 
aire: bien que nous ne nous en servions pas par la suite, cette remarque est interessante 
car elle donne une interpretation intuitive de l'hypothese de corde. Considerons done les 
operateurs B(A) utilises dans la diagonalisation de la matrice de transfert: on peut eux 
aussi les fusionner. II suffit de fusionner la matrice de monodromie correspondante, puis 
de prendre l'element de matrice entre le vecteur de plus bas poids et le vecteur de plus 
haut poids du produit tensoriel des espaces auxiliaires. 

Ainsi, l'operateur B(Ai) . . . B(A m ) peut etre considere comme un seul operateur 
B(Ai, . . . , A m ) ! La matrice de monodromie correspondante a pour espace auxiliaire 
Vi ® • - • <S) V m . Ceci n'a pas d'interet tel quel. On peut faire mieux: supposons que 
les A Q verifient l'hypothese de corde et fusionnons ensemble les differents A a appartenant 
a une meme corde (figure ^2j) . 
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Fig. 22: Fusion dans l'espace auxiliaire. Les fleches entourees d'un cercle sont les 
etats de plus haut/bas poids. 

Pour une corde de longueur j, on obtient precisement 50 la representation reductible 
du Yangien de sorte que le sous-espace irreductible du vecteur de plus haut poids (et de 
celui de plus bas poids) soit la rep de spin j/2 et de parametre spectral le centre de la 
corde. La matrice R laisse stable ce sous-espace, et on peut done remplacer les operateurs 
B(A Ql )B(A a2 ) . . .B(A a ), ou les A afe sont les differents membres d'une j-corde, par un 
seul operateur B(Aj ;Q ) ou B est un element de matrice de la matrice de monodromie dont 
l'espace auxiliaire est de spin j/2 et de parametre spectral le centre de la corde Xj ;a - Ceci 
nous donne une correspondance simple entre les differentes cordes, et done les differents 
noeuds du diagramme 12, avec les representations irreductibles (non triviales) de SU(2): 
on retrouvera cette correspondance lorsqu'il sera question d'equations de fusion. 

★ Si Ton fusionne les espaces physiques: la nouvelle matrice de transfert agit sur un 
espace de Hilbert constitue de spins dans des representations plus elevees de SU (2). Toute 
representation de spin s pouvant etre consideree, grace a la procedure de fusion (figure p3|), 
comme sous-representation de plus haut poids (parmi les differentes sous-representations) 
du produit de 2s spins 1/2, il est inutile de recommencer la procedure de diagonalisation. 

On obtient immediatement les nouvelles Equations d'Ansatz de Bethe: 



n 

f3=l 



A, 



An, — \( 



M 

n 

fc=i 



A a - Ok + is 



Ok - is 



(2.38) 



L'equation (2.38) est obtenue a partie de l'equation non-fusionnee ( |1.30a|) en appliquant 
( [2.36]) (ce sont les Ok que Ton fusionne). 



30 A condition de placer les racines dans l'ordre approprie. Les placer dans un autre ordre ne 
changerait evidemment rien, mais la situation serait plus confuse car on serait amene a considerer 
une partie indecomposable de la representation du Yangien. 
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Fig. 23: Fusion dans l'espace physique. 

2.3.2. Chaine de spins XXX et modele NJL fusionnes 

On cherche maintenant a generaliser la chaine de spins XXX (ou le modele NJL) aux 
representations de spin superieur: on suppose que tous les spins (ou toutes les particules 
nues) sont dans la meme representation de spin s. II faut alors combiner la fusion dans 
l'espace auxiliaire et dans l'espace physique, de sorte que l'on ait encore V a = en effet, 
pour definir le Hamiltonien (ou pour relier la matrice de monodromie au dephasage d'une 
particule nue), on utilise le fait que -R(A = 0) = V, ce qui n'a de sens que pour V a = Vfe. 
A nouveau, la chaine XXX correspond au choix d'inhomogeneites 9k = 0. On peut alors 
developper au voisinage de A = T(A), qui est une fonction generatrice de Hamiltoniens 
locaux. Ainsi, au premier ordre, on obtient un Hamiltonien de plus proches voisins, le 
Hamiltonien de la chaine de spins s XXX; mais il est essentiel de noter que l'on n'obtient 
ainsi qu'un certain Hamiltonien de plus proches voisins invariant SU(2): d'autres sont 
possibles, qui ne sont pas integrables, et qui peuvent avoir des proprietes physiques tres 
differentes. Par exemple, tout Hamiltonien de plus proches voisins invariant SU(2) d'une 
chaine de spins s = 1 est une combinaison lineaire de deux termes independants 5J : 

M 
i=l 

Pour des valeurs generiques des deux constantes de couplage a et (3, le modele a un gap, 
et seulement pour a = —(3 obtient-on la chaine integrable (qui, comme on va le voir, n'a 
pas de gap pour a < 0). 

De la meme maniere, on peut considerer des modeles NJL fusionnes. Notons que 
ceci n'a pas ete fait explicitement pour toutes les valeurs de s (en effet, nous verrons au 

De maniere generale, des arguments elementaires de theorie des groupes montrent qu'il y 
a 2s termes independants dans un Hamiltonien de plus proches voisins de spin s. 
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chapitre 4 qu'il existe une autre maniere d'arriver naturellement aux BAE fusionnees); 
le cas s = 1 (modele fermionique invariant 0(3)), par exemple, a ete considere dans []38|| . 
Par extrapolation du cas non-fusionne, il est clair que l'on doit considerer la matrice 
de transfert inhomogene avec des inhomogeneites 6 k = ±l/c correspondant aux deux 
chiralites de fermions, c etant envoye a dans la limite d'echelle. 

Pour eviter les confusions entre le spin des etats de Bethe et le spin des constituants 
de la chaine de spin (ou des particules nues), nous noterons ce dernier: s = / /2, ou / est 
un entier. Recapitulons alors les equations d'Ansatz de Bethe que nous obtenons pour 
les modeles fusionnes: 

iX A Q -A,-z " 11 X a -B k - if/2 (2 ' 39a) 
e -i Pk L _ TT e k ~ Aa + if /2 

La seconde equation a ete obtenue en appliquant la procedure de fusion dans l'espace 
auxiliaire (en plus de la fusion des 9 k ); remarquons qu'on utilise ici le fait que D(A = 
9k)\^) = 0, ce qui implique que la trace dans l'espace auxiliaire ne se fait que dans la 
sous-rep de plus haut poids. 

On peut maintenant appliquer Fhypothese de corde aux equations (2.39), et prendre 
la limite thermodynamique L — > oo; on obtient la forme finale des BAE 

Cj k + Pj = Sjfa * s(A) (2.40) 
que Ton peut representer graphiquement, avec les memes conventions de dessin qu'au 



1.2.3, par la figure 24. 




Fig. 24: Le systeme de BAE de la chaine de spins s integrable (ici, s = 3/2). 
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On remarque la confirmation de la correspondance noeuds/representations: pour 
une chaine de spins s, le second membre agit sur le noeud / = 2s. 
L'energie/impulsion s'ecrit 



E/L = E g . s ./L + J dXp f (X)e(X) 
P/L = J dXp f (X)p(X) 



(2.41) 



ou les fonctions e et p sont encore donnees par (1.34), c'est-a-dire que l'energie est min- 
imisee quand il n'y a pas de trous de /-cordes: le vide de la theorie est un etat constitue 
d'une densite continue (et sans trous) de /-cordes. Les excitations physiques sont alors 
creees en inserant des trous dans la mer de /-cor des. Le spin est maintenant donne par 

2s = m f - J2U ~ fimj (2.42) 

3>f 

done les excitations physiques sont encore de spin 1/2. Cependant, on remarque que les 
j-cordes, pour j < /, n'influent plus sur le spin. Elles doivent avoir un autre role, qui sera 
elucide au prochain paragraphe. En particulier, nous pourrons alors donner la matrice S 
des excitations physiques. 

2.3.3. BAE nues/BAE physiques: spin superieur 

Commengons par dessiner le diagramme des BAE physiques pour le modele NJL 
fusionne: on se convainc facilement qu'il a l'aspect du diagramme de droite de la figure 25. 




• • • - L^A_^tirA_^- • • • 

12 3 12 3 

Fig. 25: BAE nues et BAE physiques du modele NJL fusionne. 

Navement, ce diagramme suggere qu'il y a maintenant deux symetries qui classifient 
les excitations physiques: 

o La symetrie SU(2) habituelle, qui, dans la vision "physique" des BAE, est liee aux 
noeuds j > f (ce qui est en accord avec l'expression du spin (2.42)). Cette symetrie 
s'etend en une symetrie Y(sl(2)). 
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o Une nouvelle symetrie U q (s\(2)), avec q = — e~ l77 /^ +2 \ qui est liee aux noeuds j < f. 
Cette nouvelle symetrie apparait de la maniere suivante: on considere d'abord un es- 
pace de Fock complet avec une symetrie U q (sl(2)), tel que les particules elementaires 
en soient des doublets (en plus de leur structure de doublet de Y(sl(2))). Puis on 
tronque l'espace de Fock vis-a-vis de la sous-algebre horizontale U q (sl(2)). 
Partons alors d'un modele massif relativiste dans lequel les particules elementaires 
sont des doublets de SU{2) et de U q (sl(2)), et dont la matrice S est donnee par 

S(X) = S(X) R(X) ® R'(X) (2.43) 

ou R(X) est la matrice R rationnelle (1.20), et -R'(A) est la matrice R trigonometrique 
( ^.21| ) (7 = 7r/(/ + 2)). On considere pour l'instant le modele non tronque (on pourrait 
aussi partir directement de la matrice S solitonique, comme cela est fait dans [39], mais 
celle-ci est plus lourde a manipuler). 

La procedure habituelle de dephasage d'une particule physique quand elle fait le 
tour de l'espace compactifie nous conduit a diagonaliser deux matrices de transfert qui 
correspondent aux deux nombres quantiques. Leur diagonalisation par l'Ansatz de Bethe 
algebrique necessite deux jeux de parametres spectraux {X a } et {fj, a } qui verifient les 
equations d'Ansatz de Bethe suivantes: 

_ T~T K-Xp-i yr K-0k + i/2 

~ 11 x a - Xp + i 11 x a -e k - i/2 {2A4a) 

P^OL 

m' M ph 

1 = tt sinh( 7 (^ Q -[ip- zjj -pr sinh(7(// a -g fc + z/2)) 
^ sinh(7(/i a - p,p + i)) ^ sinh(7(// a - fe -i/2)) 

p^a 

M ph m m! 

= n 3v> - «.) n e r\ a+i 'n n ^u'fr^^'Z ^ 

1=1 a=l 0k ~ Xa ~~ l ' 2 a=l Smh m d k ~ A*a ~ 1/2)) 

On prend ensuite la limite thermodynamique L — > oo et on applique l'hypothese de corde 
aux A a et aux /i a : les et sont les densites associees aux j-cordes de A Q (j > 1), 
les pj h et pij h sont associees aux j-cordes de /i Q (1 < j < f + 1 ou j = 1~), et a ph est 
la densite des rapidites des particules physiques. Les BAE sont: 

C jk *ft h + fi h = 6 jl8 *<T ph j>l (2.45a) 
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Cjk * pf + pf - Sj P -2S * pf! = 5 jlS *aP h 1 < j < f + 1 (2.456) 
Pf -s*P p p -2+p¥ =0 (2.456') 



f+i 

a ph( X ) + d ph (\) - - cosh(vrA) + J2 K i * + X) ^ * P. 



2 

1 d 



+K[- * + (^ — ^ log 5 ) * ^ = (2.45c) 
ou on a utilise les fonctions 

r"(\\ = J 7 sin(j7) , sinh((/ + 2-,7» 

^ J 27rsinh(7(A-ij/2))sinh(7(A + ii/2)) ^ J sinh((/ + 2)«) 

K , ( \\ = 1 7sin(7) = _ K , (x) 

1-1 ' 27rcosh(7(A-z/2))cosh(7(A + z/2)) p ~ lK ' 

On voit que les equations (2.45a) et (2.456) vont reproduire (apres la troncation) les BAE 
( |2.40|) pour j < f et j > f, avec les identifications p ph = Pj+f, pj = Pj+f (j > 1), et 
P P j h = Pf-j, P ph = Pf-j (1 < 3 < f + !)> P ph = Pi-: P ph = Pi-- Ce faisant, nous 
avons introduit trois noeuds en excedent: j = = et j = 1~, que la troncation 

doit supprimer. Cependant, avant de pouvoir operer la troncation, il faut transformer 
(2.45c), car p = p p y apparait explicitement, et po ^ apres la troncation, bien qu'il 
soit "invisible" dans le diagramme des BAE tronquees 52 . Considerons done la matrice 
de Cartan C agissant sur les indices {—1, 0, 1, . . .} (et non sur seulement {1, 2, . . .}) et 
identifions les noyaux dans (2.45c): 



v 7 j>l 

/+1 



j=l 



On voit qu'en multipliant (2.46) par C i ', puis en recombinant ( |2.46|) , (2.45a) et (2.456), 
et finalement en tronquant, on obtient les equations ( |2.4U[ ) avec les identifications 



32 Si Ton oublie ce point, on aboutit a une formule incorrecte pour S(X), comme cela est 
explique dans [39]. 
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supplement aires: a ph = pf, a ph = pf et S(X) — 3^7 log^ = (^//) 1 - O n en deduit 

1 sinh k 



5(A) = exp 



exp 



-2« 



+°° , sin(2«A) 





+00 



sin(2KA) 



1 



2 cosh k sinh((/ + 2)k 

sinh((/ + l)K 



e (/+2)|K| _ 1 



K 



cosh k 



+ 



sinh((/ + 2)/c) 



(2.47) 



On observe (seconde ligne de (2.47)) une factorisation "miraculeuse" (jusque dans les fac- 
teurs scalaires) de la matrice S de notre mo dele fusionne en la matrice S de Gross-Neveu 
isotrope et celle de Gross-Neveu anisotrope a 7 = 7r/(/ + 2). Nous reviendrons sur ce 



phenomene dans la section 2.5 



Ecrivons done, apres troncation, la matrice S dans le langage solitonique: 

r(i + i|)r(|-i|) x-iv 



S(X) 



r(i-i|)r(i + i|) a- 



5'soli(A) 



(2.48) 



ou le premier facteur agit sur le nombre quantique SU(2), et la seconde partie est la 
matrice S solitonique donnee par (2.32). 

Notons enfin que S{\) n'a de sens physique que pour / > 2. En effet, pour / = 1, 
le spin U q (sl(2)) est ou 1/2, done entierement determine par la parite du nombre 
de particules. En particulier, deux particules diffusent necessairement avec un spin 
U q (sl(2)) nul; on verifie que les facteurs slnh(i(A-!)) dans (|2.48|) se compensent (soit 
encore S so n(b — > b) = 1 pour / = 1, s = 0) de sorte que ( |2.48| ) reproduit alors la matrice 
S de Gross-Neveu isotrope (Eq. (|1.35[ )), comme il se doit. 

Nous avons done trouve que les BAE physiques tronquees sont equivalentes aux BAE 
nues. Doit-on en conclure que le Hilbert du modele NJL fusionne est exactement isomor- 
phe a Fespace de Fock tronque dont on a donne la construction au \2.2.3fi Pour repondre 
a cette question, considerons plutot la chaine XXX, qui correpond au cas de figure le plus 
simple (la matrice de transfert est homogene), et supposons que le nombre de sites M 
est fixe et pair. 

On peut alors calculer la dimension D de l'espace des etats am/ trous (to/ pair), 
soit par des simultations numeriques, soit par un calcul analytique mais en supposant 
l'hypothese de corde valide (meme si ce n'est pas le cas): tenant compte de la dimension 
du multiplet SU (2) associe aux etats de Bethe, on obtient le resultat exact (par un calcul 
classique): D = 2 m t (A m ^)[], ou (A 171 *)® est par definition la multiplicite de la rep triviale 
dans le produit tensoriel tronque de to/ rep de spin 1/2. Ce resultat s'interprete tres 
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simplement: le facteur 2 mf est lie a la structure doublet 577(2), tandis que le facteur 
(A mj? )oo suggere que Ton n'obtient que les etats qui sont dans la representation triviale 
de U q {s\{2)). Ceci se verifie explicitement grace a la correspondance BAE nues/BAE 
physiques: en effet, on verifie que les etats solutions des BAE nues, retraduits dans le 
langage des BAE physiques, sont les etats de spin U q (s\{2)) nul, a condition de rajouter 
les /-cordes physiques "cachees" . 

On se trouve done dans la situation suivante: bien que l'espace physique soit invari- 
ant par U q (sl(2)), cette symetrie est tout de meme necessaire pour expliquer le facteur 
(A m/ )o dans D: on parle alors de symetrie cachee. 

Y a-t-il un moyen de recuperer les representations non-triviales de U q (sl(2)) ? Comme 
premier pas, supposons que Ton ait fixe au contraire le nombre de sites M a une valeur 
impaire. On peut refaire le calcul de la dimension de l'espace des etats am/ trous, et on 
obtient . D = 2 m f (A m f)Q , ou cette fois (A m -f )q est la multiplicity de la rep de spin f /2 
dans le produit tensoriel tronque de fhf rep de spin 1/2. Comme on le verifie explicite- 
ment, on atteint ainsi l'equivalent des etats de plus haut poids de U q (sl(2) ) dans la rep 
de spin f /2. L'interpretation en termes de "symetrie cachee" est la suivante: on prend 
l'espace de Fock tronque total Htrona on le tensorise par la rep de spin f /2 de U q (si{2)) et 
on prend le sous-espace invariant: (Ti,t r0 nc®V^ 2 )inv Celui-ci est precisement isomorphe 
a l'espace des etats de la chaine XXX fusionnee avec un nombre impair de sites. 

II ne reste plus qu'a obtenir les rep de spin s, ou < s < f /2. Ceci est possible a 
condition de recourir a un artifice: considerons une chaine de spins modifiee qui contient 
M sites de spin f/2 (M pair) et 1 site de spin s. Les cas etudies precedemment sont 
les cas limites s = 0ets = //2. Le spin supplementaire doit etre considere comme une 
condition de bord speciale de la chaine de spins (figure ^6|) . 

On associe a cette chaine le Hamiltonien integrable obtenu comme la derivee loga- 
rithmique de la matrice de transfert homogene, e'est-a-dire le Hamiltonien usuel plus un 
terme de bord. 

Dans la limite thermodynamique, les excitations physiques sont encore des trous dans 
la mer de /-cordes, et on peut une fois de plus calculer la dimension de l'espace des etats 

33 Je n'ai pas tente de demontrer ce resultat, mais je l'ai verifie numeriquement dans de tres 
nombreux cas. J'ai en particulier verifie, comme test non-trivial de ces simulations numeriques, 
qu'en sommant sur les rapidites possibles, puis sur m/, on obtient exactement la dimension du 
Hilbert complet. 
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Fig. 26: L'ajout du spin s modifie les conditions de bord dans la vision solitonique. 

hrhf trous: on obtient, comme prevu 3 ^: D = 2 rn f (A m f) s . Ainsi, la bonne interpretation 
de l'espace des etats est: (H tr onc <8> V s )inv, ou V s est la rep de spin s de U q {s\{2)). 

Resumons la construction qui vient d'etre faite: nommons 7i s le Hilbert "limite" 
quand M — > oo de la chaine de spins fusionnee avec un spin s supplementaire. Alors le 
Hilbert complet s'ecrit: 

f/2 

Htronc = Q)H S ® V s (2.49) 

Dans le langage de [38], on peut dire que la resommation (2.49) du Hilbert permet de 
"refractionniser" le nombre quantique solitonique. 

La construction que nous avons faite peut paraitre un peu artificielle, mais nous 
verrons plusieurs situations physiques dans lesquelles elle apparait naturellement: pour 
les modeles fermioniques invariants U(Nf) (couleur x saveur) dans lesquels il y a fusion 
dynamique des spins (le spin supplementaire constitue alors les fermions restants qui 
n'ont que partiellement fusionne), et surtout pour le modele de Kondo dans le regime 
surecrante (le spin supplementaire s'identifie a l'impurete). Nous reviendrons done en 
detail sur ^interpretation de cette construction. 

Terminons par un exemple concret qui montre comment la correspondance BAE 
nues/BAE physiques fonctionne: classifions les etats a deux trous (de /-cordes) dans la 
chaine de spins f/2 (/ > 2). Supposons d'abord qu'il y a M spins f/2 (et pas de spin 
supplementaire); on trouve alors deux etats a deux trous: 

3 ^ A nouveau, il ne s'agit que d'une conjecture (probablement facile a demontrer) basee sur 
des simulations numeriques. 
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• L'etat constitue de deux trous Ai, A2, et d'une (/ — l)-corde de centre (Ai + A2)/2. 
Dans la vision des BAE physiques, la (/ — l)-corde est une 1-corde pour la partie 
U q (sl(2)) de la matrice de transfert; chaque racine faisant diminuer de 1 le spin, et 
chaque trou correspondant a un spin 1/2, le spin U q (s\(2)) vaut done s = 0. Par 
contre, le spin sl(2) vaut s = 1. 

• L'etat constitue de deux trous Ax, A2, d'une (/ — l)-corde et d'une (/ + l)-corde 
toutes deux de centres (Ai + A2V2. Dans la vision des BAE physiques, la (/ + 1)- 
corde est une 1-corde pour la partie sl(2) de la matrice de transfert; done le spin 
sl(2), aussi bien que le spin U q (sl(2)), est nul. 

Si l'on suppose que Ton a rajoute dans la chaine un spin 1, on trouve de meme deux 
etats: 

• L'etat constitue de deux trous, dont les spins $1(2) et U q (sl(2)) valent tous deux 1. 

• L'etat constitue de deux trous et d'une (/ + l)-corde, de spin $1(2) nul et de spin 
U q ($[(2)) egal a 1. 

2.3.4- Fusion mixte 

Nous avons jusqu'a present considere le cas le plus simple ou toutes les particules 
nues (ou tous les spins) appartiennent a la meme representation. Rien ne nous empeche 
de considerer des matrices de transfert mixtes, comprenant differentes representations. 
Du point de vue de la chaine de spins, le seul probleme consiste a definir un Hamil- 
tonien raisonnable physiquement. Ainsi, dans [40] est introduite une chaine de spins 
alternes 1/2 et 1, mais le Hamiltonien contient des couplages entre seconds plus proches 
voisins. De maniere generale, si l'on considere un modele NJL fusionne avec des par- 
ticules nues dans les representations /i/2, /2/2, . . . , fk/2, de sorte que l'energie d'une 
j-corde (j = fi, ■ ■ ■ fk) s °it negative, alors on aboutit par un raisonnement identique a ce 
qui a ete fait precedemment au diagramme de BAE physiques donne par la figure 



O 
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Fig. 27: BAE physiques d'un modele NJL mixte. 
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On a alors k types differents d' excitations physiques; la j eme particule est obtenue en 
creant un trou de /j-corde, et possede deux nombres quantiques: U qj (st(2)) et U qj+1 (sl(2)) 
(qj = — e - ' 7r /w - £'- 1 + 2 ) pour 1 < j < k, fo = 0, fk+i = oo). On verifie que cette vision 
est compatible avec les resultats trouves dans [40,p| pour les chaines de spins mixtes 
(dans le langage de []41|] , le nombre quantique de groupe quantique constitue le comporte- 



ment "parafermionique" des excitations physiques). 

Nous aurons nous-memes a considerer de tels modeles mixtes, par exemple pour le 
modele de Wess-Zumino-Witten (chapitre §). D'autres exemples de modeles relativistes 
avec fusion mixte ont ete recemment etudies (voir par exemple [42j43l). 

2.3.5. Fusion et anisotropic 

La procedure de fusion s'applique egalement au cas anisotrope; elle permet de la 
meme maniere de deplacer le second membre des BAE vers le noeud de son choix. Nous 
aurons l'occasion d'etudier un exemple concret de ce cas de figure a propos du regime 
surecrante de Kondo (section 4). 

2.4. Rang plus eleve 

Une derniere generalisation consiste a remplacer l'algebre st(2), de rang 1, par une 
algebre de rang plus eleve. On peut definir des matrices -R(A) pour toute algebre de Lie jj 
simple 55 et pour des representations appropriees V de 0, et de la la matrice de transfert 
inhomogene, la chaine de spins XXX et le modele NJL g-symetriques. 

Nous ne parlerons ici que du cas g = sl(iV), oil toute irrep de g s'etend en une 
representation devaluation de Y(g) [44]. 

2.4-1. Modeles invariants SU(N) 

Pour la representation fondamentale V = C N de plus basse dimension de st(iV), la 
matrice R de V ® V vaut alors: 

^(A) = ^^=P m +^P B (2.50) 
soit la meme expression que dans le cas SU(2). 



35 Comme nous l'avons vu dans la section precedente, ces matrices R(X) sont plus precisement 
associees aux Yangiens Y(q) bases sur g. 
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On definit la matrice de monodromie inhomogene de la maniere habituelle (eq. 
(1.21)). En prenant des inhomogeneites nulles, et en developpant par rapport au 
parametre spectral, on obtient le Hamiltonien Hxxx SU(N): 

d M 
Hxxx = -iT(X)- 1 — T(A)| A=0 = est + ^s fc ■ s fc+ i (2.51) 

k=i 

ou les s^ (A = l,...,iV 2 — 1) sont les generateurs de sl(N). En prenant des inho- 
mogeneites 6k = ±l/c, on obtient le modele NJL SU(N). 

La diagonalisation de la matrice de transfert se fait grace a 1' Ansatz de Bethe emboite 
[45]. Nous ne decrirons pas ici cette procedure qui generalise 1' Ansatz de Bethe usuel. La 
diagonalisation se fait par etapes successives, chaque etape faisant diminuer le rang de 
l'algebre de 1 et faisant apparaitre un nouveau jeu de parametres spectraux. La structure 
des Equations d'Ansatz de Bethe qui en resulte reproduit le diagramme de Dynkin de 
l'algebre correspondante (ici, A/v-i): 

|i A^A^I l\ l\ K-^^ft - 11 U-«.-i/2j <2 ' 52) 

fi^a t=r±l 

ou m r est le nombre de racines au rang r, 1 < r < N — 1. Les \^ ont deja ete decales 
dans (2.52). 

Les proprietes enoncees pour le cas SU{2) s'etendent au cas SU(N); en particulier, 
les etats de Bethe sont de plus haut poids, et ces derniers valent: 

N-l 

R = Rq _J2 m r a r 

r=l 

ou a r est la r eme racine simple de sl(N), et Rq, est le plus haut poids du Hilbert complet: 
il correspond a la representation du pseudo-vide |0). Pour une chaine a M sites dans la 
representation fondamentale V = C N , on a: i?o = Mux, ou u\ est le poids fondamental 
correspondant. 

Dans la limite thermodynamique M — > oo, on peut encore appliquer l'hypothese de 
corde pour les racines de chaque rang; on doit done introduire les densites de j-cordes de 
rang r p r AX) et les densites de trous p r AX). Les Equations d'Ansatz de Bethe continues 
s'ecrivent sous la forme: 

C jk *p r k + C qr * p) = 8 jX 5 rl a * S (A) (2.53) 

La matrice C qr est la matrice de Cartan avec parametre spectral (donnee par (1.47)) de 
An -i. Nous pouvons representer les BAE (|2.53|) par la figure 
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Fig. 28: Le systeme de BAE de la chaine XXX SU(N) /modele NJL SU(N) (ici 
N = 4). 

Le noeud a la ligne r et a la colonne j correspond a l'equation faisant intervenir 
p^+p'j. En plus des traits horizontaux qui representent des termes — (ou — s*a pour 
le noeud coche), on a dessine des traits verticaux qui correspondent aux termes —s*p 

L'energie-impulsion est donnee par 

N-l 

E/L = E g . s ./L+J2 / dApJ(A)e!(A) 

r=l J 

N-l . 



(2.54) 



r=l 



OU 



eN JL (A) = 9 r (X - 1/c) + <f (A + 1/c) f e~x XX (A) = ^S r (A) 

PnjlW =9 r (X-l/c)-g r (X + l/c) | p xxx (A) = g r (X) (2.55) 

n N — r\ , /7r \\ N — r 



g r (X) = 2 arctan ^tan ^ tanh (^^j^ + 7r : 



N 

Le vide est done rempli de racines reelles (1-cordes) de tous les rangs, et il y a N — 1 
types d'excitations physiques, creees en plagant des trous de rang r (r = 1, . . . , N — 1). 
La representation d'un etat est donnee par: 

JV-l oo N-l 

r=l i=2 r=l 

ou w r est le r eme poids fondamental de sl(N), et est le nombre de trous de rang r. 
L'excitation de rang r appartient done a la r eme representation fondamentale de sl(N) 
(tableau de Young constitue d'une colonne de taille r). Elles diffusent bien sur avec une 
matrice S proportionnelle a la matrice R entre les rep des deux particules; par exemple, 



S"(A) = S»(A) (p m+ ^±i^) 
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cm 1 = N — 1. Nous calculerons les prefacteurs scalaires dans le paragraphe sur les BAE 
physiques (2.4-3). 

Nous n'irons pas plus loin dans l'analyse de ce modele, car il est preferable de le 
generaliser tout de suite aux modeles fusionnes. En effet, on peut a nouveau appli- 
quer la procedure de fusion au cas SU(N), ce qui permet d'obtenir la matrice R dans 
deux representations arbitraires de sl(N). Si l'on place au k eme site un spin dans la 
representation Rk = X^i* ^k^ ( avec l es notations du [III. A], c'est-a-dire dont la r eme 
ligne du tableau de Young a fi r k boites), et de parametre spectral 9k, alors les equations 
d'Ansatz de Bethe s'ecrivent: 

m r \ r \r i „• m r ~ 1 \r \ r ~ 1 m r+1 \r \ r + 1 M / \l a • r+1 \ 

n K - + I -i-r K ~ A /3 -i-r K ~ A /3 ~ » _ TT / - fl fc - ^^ fc ^ \ 

\r _ \r _ • 11 > r xr-1 | • 11 \ r \r+l 111 \1 /9 j iii r I 

P=l A « A /3 /3=1 A a _ A /? + Z / g =1 A a _ A p k=1 V A a °k lfJ> k J 

(2.56) 

(les /\ Q n'ont pas encore ete decales; par contre, les 9k ont ete decales d'une constante 
imaginaire qui depend de la rep Rk, pour simplifier les equations). L'expression de la 
valeur propre correpondante est un peu compliquee, et nous ne la donnerons pas dans le 
cas general. 

Nous nous limiterons desormais au cas ou les spins physiques vivent dans des 
representations Vk qui correspondent a des tableaux de Young rectangulaires: en ef- 
fet, c'est seulement dans ce cas que l'hypothese de corde s'applique encore. Supposons 
done que tous les spins appartiennent a la representation n x /; apres decalage des X a , 
et passage a la limite thermodynamique, on obtient les BAE representees par la figure 
29, c'est-a-dire la generalisation evidente de la figure |28| . 




• • • 



• • • 



Fig. 29: BAE SU(N) fusionnees. 



76 



On voit qu'il y a correspondance entre les noeuds de la figure 29 et les representations 
rectangulaires (et elles seulement). L'energie-impulsion est maintenant donnee par une 
expression similaire a (2.54), mais ou ce sont les trous de /-cordes qui contribuent a 
l'energie: le vide est done obtenu en remplissant la mer de Fermi de /-cordes de tous les 
rangs, et il y a a nouveau N — 1 types d'excitations physiques (trous de /-cordes de type 
r, r = 1 . . . N — 1). Dans la limite d'echelle du modele NJL SU(N) fusionne (c — > 0, 
D — ► oo), l'energie 

e^ JL (A) = msm(7vr/N) cosh(27rA/iV) 
Pn JL (A) = msm(irr/N) sinh(27rA/iV) 

exhibe le spectre de masse: m r = msm(nr /N), oum = 2D ^fey^y e -^/Nc eg ^ Yqq^qWq 
de masse engendree dynamiquement. On voit que la taille verticale du tableau de Young 
des spins physiques peut etre entierement cachee dans l'echelle de masse. 

Enfin, les BAE represented par la figure |29| (qui sont la generalisation fusionnee des 
equations ( |2.53|) ), pour etre ecrites dans la limite d'echelle, doivent etre multipliees par 
la matrice de Cartan inverse de A^-i (qui agit sur les indices places en exposant) 56 ; on 
trouve alors: 

C~ lqr ★ C jk ★ pi + p) = 5 jf — sm(irr/N) cosh(27rA/A^) (2.57) 

2.4-2. Rang plus eleve et anisotropic 

On peut aussi combiner rang plus eleve et anisotropie. On sait definir la matrice 
R de U q (sl(N)) [46] (le rang de l'algebre augmente mais le nombre de parametres de 
deformation disponibles reste egal a 1): dans la gradation homogene, on a encore la re- 
lation R(x) = (xR — x~ 1 R)/(xq — x~ 1 q~ 1 ), ou R et R sont les matrices R de U q (sl(N)), 
que l'on peut trouver dans [46]. On peut alors definir la chaine XXZ SU(N) et le modele 
NJL deforme SU(N). Cependant, il faut signaler que le Hamiltonien XXZ SU(N) n'est 
pas hermitien. Nous ne nous apesantirons done pas sur ce cas de figure, et passerons 
directement au modele tronque a 7 = 7r/(p + 1) (q = — e -17 ), puisqu'a ces valeurs, la 
troncation permet de restaurer l'unitarite [47]. 

La procedure de troncation pour U q (sl(N)) avec q racine de l'unite, est similaire au 
cas N = 2. On a une notion de (/-dimension: qdimR = tr^(K) avec K = q^a>o (H° 

36 Sans cela, le second membre s'annule dans la limite d'echelle pour N > 2, et les BAE ne 
contiendraient plus toute l'information necessaire. 
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element de la sous-algebre de Cartan correspondant a la racine positive a) , qui permet de 
distinguer les "bonnes" representations des mauvaises. Si qf +N = ±1, alors les "bonnes" 
representations R = J2r=i nTujr son t celles dont le tableau de Young a moins de / 
colonnes (n 1 + ■ ■ ■ + tt^ -1 < /), et on peut definir des matrices d'adjacences tronquees 
pour ces representations (cf [III. 5. 3]). 

Au niveau de l'Ansatz de Bethe, et bien que cela n'ait pas ete prouve rigoureuse- 
ment, on a de bonnes raisons de penser [48] 37 que la chaine XXZ SU(N) tronquee (ou le 
modele NJL correspondant) admet les BAE decrites par la figure |30|: seules les j-cordes, 
1 < j < /j sont autorisees, et les /-cordes sont invisibles sur le diagramme car p V f = 0. 




l 2 f-l 
Fig. 30: BAE SU(N) tronquees au niveau /. 

Le reste des calculs est tres similaire a ceux du 2.4-1, et nous ne reviendrons pas 
dessus. Pour nous, l'interet du cas anisotrope est essentiellement de permettre d'ecrire 
des BAE physiques pour les modeles fusionnes, ce que nous allons faire maintenant. 

2.4-3. BAE nues/BAE physiques: rang sup erieur 

Pour eviter les repetitions, nous traiterons directement le cas (isotrope) fusionne. 
Les BAE physiques sont representees sur la figure 31. 




• • • 



• • • 



• • • 



Fig. 31: BAE physiques SU(N). 

37 Notons que dans [48], comme dans p5[ , le spin quantique est suppose nul a priori, ce qui 
est inutile. 
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Comme dans le cas 577(2), on conjecture que les excitations physiques ont deux nom- 
bres quantiques: la symetrie SU(N) dont on est parti, et une nouvelle symetrie cachee 
U q (sl(N)), q = — exp(— in/(f + AT)), tronquee. La particule de type r (1 < r < N — 1) 
appartient a la meme representation fondamentale a r boites pour les deux symetries. Les 
particules de differents types diffusent sans reflexion (ils ne peuvent que modifier leurs 
nombres quantiques lors de la collision), avec une matrice 5 entre particules de types q 
et r donnee par: 

S qr (X) = S qr (X)R qr (X) R' qr (X) 

ou R qr (X) et R' qr (X) sont les matrices R de Y(sl(N)) et de U q (sl(N)) dans les q hme et 
r eme representations fondamentales, et S qr (X) est le facteur scalaire qui donne la dif- 
fusion dans le plus haut poids. En ecrivant les Equations d'Ansatz de Bethe physiques 
correspondantes et en les identifiant avec les Equations d'Ansatz de Bethe nues, on arrive 
comme au 2.3.3 a calculer S qr ', qui vaut: 

sinh((N - q) K ) sinh(r K ) e (f+ N )\*\ _ \ " 

sinh(A^K) sinh((/ + AT)K) _ J 

(2.58) 

(g > r). 

Ces matrices 5 ont la particularity que toute particule peut s'obtenir comme etat lie 
de deux autres particules: en effet, les particules q et r possedent un etat lie dans le canal 
antisymetrique, qui est la particule q + r mod N. Les matrices 5 physiques peuvent done 
elles aussi etre obtenues les unes des autres par la procedure de fusion. 

Donnons enfin l'interpretation solitonique du nombre quantique U q (sl(N)): a chaque 
tableau de Young de moins de / colonnes, on associe un vide. Dans le cas que nous avons 
considere, les excitations physiques sont dans les representations fondamentales, et il ex- 
iste alors une regie particulierement simple pour determiner les transitions entre vides 
autorisees pour chaque type de particules (cf [III.5.3]). Cependant, il faut noter que pour 
des representations plus elevees, une difference avec le cas N = 2 apparait: certains coef- 
ficients des matrices d'adjacence deviennent superieurs a 1, ce qui indique des transitions 
multiples entre deux vides. Pour decrire un etat du systeme comportant de telles tran- 
sitions, il faut done specifier, en plus de la donnee du vide initial et du vide final, quelle 
est la transition choisie. 



S qr (X) = exp 



-2i [ 
Jo 



+ °° , sin(2«A) 
an 

K 
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2.4-4- Dualite rang-niveau 

Pour les modeles les plus simples (diffusion diagonale), la dualite particule-trou 
echange p et p dans les equations d'Ansatz de Bethe 5S . Cependant, on a vu au 1.2.5 
a propos des BAE physiques que pour le modele NJL 577(2), il y avait bien a nouveau 
une dualite particule-trou, mais qu'elle n'affecte que le noeud 1 des equations: en effet, 
ce sont les trous de 1-cordes qui sont les excitations physiques, les j-cordes etant des 
"excitations isotopiques" et non des vraies particules. La meme remarque vaut pour les 
modeles fusionnes, ou la dualite ne s'applique qu'au noeud /. 

Quand on passe a SU(N), il est pourtant particulierement tentant d'effectuer 
l'echange p <->• p. En effet, si Ton oublie le second membre, la dualite p <->• p a pour 



effet d'echanger dans les BAE (|2.53|) les indices du haut et du bas: c'est ce qu'on appelle 
la dualite rang-niveau. Si l'on remet le second membre, navement il n'y a pas de probleme, 



et on obtient la transformation sur les BAE nues decrite par la figure |32|. On voit que 
la dualite rang-niveau est une transformation mathematique des BAE, sans signification 
physique directe, qui par exemple echange un modele tronque relie au groupe quantique 
nu U q (sl(N), q = exp(z7r/(/ + N)), avec un autre de groupe quantique nu U q (sl(f)). 



Fig. 32: Dualite rang-niveau et BAE nues. 

Cependant, les BAE ne determinent pas entierement la physique du modele corre- 
spondant: une autre donnee essentielle est l'expression de l'energie en fonction des p (ou 
des p); en particulier, c'est le signe de l'energie des differents types de (pseudo-) particules 
qui determine quel est le vrai vide de la theorie. Evidemment, c'est precisement la forme 
de l'energie qui brise la dualite rang-niveau: on le voit par exemple sur la figure 33, qui 
montre la meme transformation au niveau des BAE physiques. 

38 On verra plus loin qu'elle echange aussi r\ et w^ 1 dans les TBA. 

80 



Fig. 33: Dualite rang-niveau et BAE physiques. 

Cela veut-il dire que le modele decrit par le diagramme de droite de la figure 33 ne 
correspond a rien de connu ? En fait, il correspond tout simplement a un cas que nous 
n'avons pas examine, et qui est le regime ferromagnetique, obtenu a partir du regime 
antiferromagnetique en changeant de signe l'energie [49]. La dualite rang-niveau permet 
done de relier, dans la limite thermodynamique, les regimes ferromagnetique et antifer- 
romagnetique. 

Plus generalement, en se rappelant que les noeuds des diagrammes de BAE sont 
lies aux representations rectangulaires, on voit que la dualite rang-niveau correspond 
a la transposition des tableaux de Young. Dans cette optique, la dualite rang-niveau 
est basee sur le fait que la transposition respecte le produit tensoriel, e'est-a-dire que 
R T <g> R' T = (R ® R') T . En particulier, les equations de fusion sont stables par transpo- 
sition, ce qui nous donne des relations entre quantites thermodynamiques de differents 
modeles (cf [III.4.2]). 

2.5. BAE physiques generates: comparaison SU(2)/SU(N) 

Cette derniere section a pour but de donner une methode generale pour passer des 
BAE nues aux BAE physiques dans le cas de symetries SU(2) ou U q (sl(2)) : et de faire 
quelques remarques sur la generalisation a SU (N) . Les calculs qui suivent sont un peu 
formels, mais les conclusions que Ton va en tirer seront, elles, bien concretes. 

Essayons done de deduire de maniere synthetique les BAE physiques a partir des 
BAE nues pour un modele general. Rappelons l'idee generale: certains noeuds du dia- 
gramme nu vont devenir les "sources" des BAE physiques. On suppose que les particules 
physiques sont des multiplets de U q ( a ) (sl(2)), a = 1 . . . 6, et que les matrices S de diffusion 
se factorisent en un produit des matrices R correspondantes, fois un facteur scalaire S. 
Le seul probleme consiste a calculer S. Nous avons remarque au 2.3. 3 que S se factorisait 
naturellement: nous allons maintenant montrer ce fait. 
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Supposons plus precisement que la particule de type n (n = 1 . . . n max ) appartienne a 
la representation de spin fn /2 du groupe quantique U q ( a ) (sl(2)). Pour chaque symetrie 
U„{a) (st(2)), on a une matrice de transfert a diagonaliser qui nous donne des equations 
du type: 

Cjk * p[ a) + pf ] = s * Yl s jf^ a ™ ( 2 - 59 ) 

ou a n est la densite de particules de type n, et est la densite de j-cordes. Nous 
n'incluons pas les l~-cordes, car du fait que seul pi- apparait dans les equations, et non 
pi-, pour les manipulations formelles auxquelles nous procedens, il ne joue aucun role. 
Ensuite, on repart des equations de BAE nues au noeud coche lie a la particule n: 



*n + tn-S* P%=^P'W (2-60) 



fk a> 2tt 

a = 1 

Le second membre p'(X) ne nous interesse pas, done nous ne l'ecrivons pas explicitement. 
Les equations (2.60) ne sont pas encore des BAE physiques, car y apparaissent des p( a \ 
alors que seuls les p^ doivent y apparaitre. On exprime done p a ^ a) en fonction des p^ 
grace a ( p.59f) : 

~P% = -C-, 1 *P^+s* Yl C % f w * °V» ( 2 - 61 ) 

J n J n J m 

m = l 



m. ' 



et on remplace dans (2.60): 

^rnax & 

Vn + Vn = ^p'(\) + S 2 *Y1 Yl C 7i) f M* (T rn + --- (2-62) 

ZiTV In J m 

ou s 2 = s*s, et les ■ • • sont les termes qui sont fonctions des p^ a \ qui ne nous interessent 
pas, puisque dans la diffusion de plus haut poids p^ = 0. On deduit finalement de (2.62) 
l'expression generale des dephasages: 

b 

s nm (\) = n *-( a ) 



a=l 
J n > ■> n ' 



e'est-a-dire que S mn se factorise sous forme de facteurs S n m lies a la symetrie U q ( a ) (sl(2)), 
et donnes par 

' d -S^l(X) = s 2 * CTi , a) 
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C 1 est la matrice de Cartan inverse du diagramme de Dynkin A v -\ si = 
— exp(— in/p). Ceci concorde avec les expressions trouvees precedemment (Eq. ( |1.35|) , 

CT , (TO )- 

Ce raisonnement se generalise- t-il a SU(N) ? Pas directement, car il faut, pour des 
rangs plus eleves, tenir compte de la structure "verticale" des diagrammes de BAE. Pour 
voir d'ou vient le probleme, supposons que les particules physiques sont maintenant clas- 
sifies par deux nombres n et r, de sorte qu'elles appartiennent a des tableaux de Young 
rectangulaires /i"' x r pour une symetrie U q ( a )(sl(N)). On peut alors montrer que la 
generalisation de ( |2.62| ) est: 



(c-'r^ +r n = ^ P ' r w + * 2 * £ E c 7i* f w * ( c ~ l ) qr *<+••■ ( 2 - 63 ) 



m=l a=1 



On doit tenir compte du (C 1 ) 9r du membre de gauche dans le dephasage, si bien que 
Ton a: 

( b 

xqr(x) yi sit r w 



n — m 



m 



f (a) a .(b) 



SZnW = { 

avec les facteurs habituels 

— 4^S^ ] n qr (X) = s 2 *(C- 1 ) ,?r *C- ( i) M 
2nidX mn y ' y ' /,i a) /i a) 

et les facteurs CDD supplementaires X qr donnes par 

1 d 



2ttz dA 



X qr {\) = 5 qr - (C" 1 )^ 



Par exemple, on calcule que 



smhf (X + i) 
sinh jt(X — i) 



On verifie que la matrice S (2.58) admet une telle decomposition. 

Remarquons finalement que le fait que la matrice S se factorise entierement pour 
SU(2), et modulo un facteur CDD seulement pour SU(N), avait ete remarque empirique- 
ment dans le modele a principal (voir chapitre ||) dans [50]. 
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3. Corrections de taille finie et TBA 



Nous allons maintenant nous servir des Equations d'Ansatz de Bethe pour calculer 
des quantites physiquement interessantes. Une idee naturelle est d'etudier des systemes a 
temperature finie, ce qui necessitera les Equations d'Ansatz de Bethe Thermodynamiques 
(TBA, section 3.1) qui sont, elles, non-lineaires. Nous nous restreindrons ensuite aux 
theories quantiques des champs relativistes. Pour celles-ci, la fonction de partition a 
temperature finie n'est autre que la fonction de partition avec une direction de temps 
euclidienne compactifiee, et on voit que l'Ansatz de Bethe nous permet de faire des cal- 
culs de corrections de taille finie, c'est-a-dire des corrections aux quantites physiques 
dues a la geometrie finie de l'espace-temps. Nous ferons alors des calculs explicites de 
charges centrales grace aux TBA et aux sommes dilogarithmiques ( \3. 1.3\ ). Puis nous 
montrerons le lien entre ces equations et les equations de fusion (section |3.2| ) . Ceci nous 
conduira tout naturellement aux Equations Non-Lineaires Integrates (NLIE), qui, comme 
les TBA, determinent les corrections de taille finie, mais cette fois dans la direction spa- 
tiale. Les NLIE constituent une methode alternative aux TBA, et nous etudierons de 
telles equations dans la section |3.3| . Nous montrerons en particulier qu'elles fournissent 
plus d'informations que les TBA (charge centrale mais aussi poids conformes, etc). 

3.1. Equations d'Ansatz de Bethe Thermodynamiques (TBA) 

3.1.1. Principe 

Nous allons exposer la methode d'obtention des TBA dans le cadre le plus simple: 
le modele de diffusion diagonale introduit au 1.2.1. On se place a temperature finie T, 
et a potentiel chimique /i, de sorte que l'energie libre s'ecrit F = E — TS — pN . Pour 
un etat constitue de m particules et de m trous, on a un facteur entropique associe qui 
vaut: expS = (m + m)!/(m! rh\). Dans la limite thermodynamique, on trouve done 



Quand L — > oo, la fonction de partition est dominee par un point de col par rapport aux 
densites p(X) et p(X) [51]; on differentie ( |3.1|) et on utilise l'Equation d'Ansatz de Bethe 
( |1.40|) qui relie 8p(X) et Sp(X); on obtient alors l'equation de point de col: 



F/L 




(3.1) 



— T 



dX [(p(X) + p(X)) log(p(A) + p(X)) - p(X) logp(A) - p(X) logp(A)] 



= e (A) - p-T log 



P(A) 



P(A) 



+ K * log 
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On voit que l'equation ne depend que de r\ = p/p: 

\og V (X) + K * log(l + (^(A))" 1 ) = (3.2) 

L'equation (3.2) constitue l'Equation d'Ansatz de Bethe Thermodynamique (TBA) de 
notre modele: c'est une equation non-lineaire integrale. 

On peut ensuite calculer la valeur de F au point de col; on trouve: 

F/L = -T [ ^Ml + WA))" 1 ) 

J (3-3) 

= "27 / dp l0g(1 + (??( ^ ^ 

L'interpretation des equations (3.2)-(p73|) est relativement simple si Ton se rappelle 
l'analogie avec un systeme de fermions sans interaction: pour cela, posons 

??(A)=e ( ehab (A)-M)/T 

Alors, ( j3.2|) se recrit 

€hab(A) + * log (l + e (^W-»)/T j = e(A ) 

En l'absence d'interaction entre les particules, ehab vaut simplement e. Quand on rajoute 



l'interaction, on continue a interpreter, d'apres (|3.3|) , ehab comme la fonction energie des 
particules, mais "habillee" par l'interaction. 

3.1.2. Application aux modeles a diffusion non-diagonale 

Considerons maintenant la chaine XXX (ou le modele NJL) a temperature finie T; il 
n'y a pas de notion evidente de potentiel chimique, mais en revanche, on peut placer un 
champ magnetique B. Celui-ci joue dans la limite thermodynamique le role de potentiel 
chimique pour les racines des BAE. En effet, lorsque L — >• oo, et pour B = ° J (b > 0), 
on peut se contenter de la contribution du vecteur de plus haut poids a la fonction de 
partition (voir [III] pour une discussion detaillee de ce point dans le cas plus general 
SU(N)), de sorte que B est couple au spin: B ■ S = —bs = est + 6m, e'est-a-dire que 
—b joue le role de potentiel chimique des pseudo-particules 39 . On obtient finalement les 
TBA suivantes: (rjj = Pj/pj) 

log(l + !&(A)) - C", 1 * log(l + (^(A))- 1 ) = ^ (3.4) 



39 



Le signe est important car —b est toujours negatif. 
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ou gj(X) est la contribution a l'energie d'une j-corde: gj(X) = —2irKj(\) + jb pour la 
chaine XXX. La multiplication par la matrice de Cartan fait disparaitre la dependance 
en le champ magnetique B: 

log(l + MA))" 1 ) - C jk * log(l + T/ fc (A)) = 5,1^ (3.5) 

qui se trouve cachee dans Fasymptotique de rjj pour j — > oo (voir [III.3]). L'energie libre 
s'ecrit quant a elle 



F = -T J dXa*Kj(X) Ml + felA))" 1 ) 
= £ g . B .-T y dAa*s(A) log(l + 7/i(A)) 



(3.6) 



On voit que les TBA ont essentiellement la meme structure que les BAE physiques, 
de sorte que, au moins pour les modeles relativistes, il existe des regies assez evidentes qui 
permettent d'obtenir les equations de TBA (3.5) et l'expression de l'energie libre (ici, Eq. 
(3.5) et (3.6)) a partir des diagrammes de BAE physiques (ici, le diagramme de droite 
de la figure |13[). Nous ne donnerons pas ces regies explicitement, car nous en verrons 
suffisamment d'exemples dans les paragraphes qui suivent. 

3.1.3. Theories conformes et calculs de dilogarithme 

Le cas de figure le plus simple est celui des TBA des theories conformes, pour 
lesquelles l'energie libre F doit etre directement reliee a la charge centrale par la for- 
mule [52]: 

F/L = -^(c + c)T 2 (3.7) 

Reprenons encore une fois le modele de diffusion diagonale, et supposons (condition 
d'invariance conforme) que p(X) — e(A). On suppose aussi que e(A) est une fonction 
croissante de A. On remarque alors que si Ton pose: 

p(A) = -f^-log(l + (^(A))- 1 ) 

2 " d d A (3-8) 

(de sorte que p/p = rj comme il se doit, et p, p > 0), on resoud les BAE (1.40) puisque 
celles-ci sont une simple consequence des TBA ( |3~2| ) par derivation par rapport a A ! 
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Calculons alors S = —dF/dT: 

S/L = f dA [p(A)log(l + 17(A)) +/5(A)log(l + (17(A))" 1 )] 

= £ / [ _d(log(1 + log(1 + V) + d ( lo §( 1 + V)) log(l + V' 1 )] (3.9) 
/=l/(l + 77(-oo)) 

/= 1/(1 + V (+oo)) 

ou la fonction dilogarithme [53] est definie par L(f) = — | J Q ^ log(l — z) + j4rj log 2] . 

Les valeurs limites rj(+oo) et ^(—00) sont faciles a calculer: soit elles sont infinies, 
soit elles verifient d'apres (|3.2| ) 



T 

-Hf) 

7T 



log^ioc) + K(k = 0) log(l + (^(ioo))" 1 ) = e(± °^ ^ (3.10) 

La generalisation aux modeles dont les TBA sont un systeme d'equations couplees 
est elementaire: 

s/L = -j2m)\ f Z f r* (3.ii) 

IT f * 1 ./ — ./mm 



7T 



ou j parcourt l'ensemble des equations, c'est-a-dire tous les noeuds du diagramme de 
BAE. Pour rendre l'equation (3.11) independante de la convention de signe choisie pour 
77, la prescription est que / va dans (3.11) de sa valeur minimale a sa valeur maximale 
pour l'equation qui contient le second membre. 

Prenons maintenant un exemple concret de calcul de charge centrale. Considerons 
le mo dele decrit par le systeme de BAE physiques de la figure |3|] [54]. 



1 a a+b- 1 

Fig. 34: TBA des modeles coset. 

Les excitations physiques sont des particules relativistes sans masse "droites" , avec 
des nombres quantiques U e i^/( a +2) (sl(2)) et U e in/{b+2) (sl(2)) tronques. II n'y a pas de 
champ magnetique. Les TBA associees sont: 

e C 

log(l + (Vj(0) ) - C jk * log(l + Vk(0) =S ja - l<j<a + b-l (3.12) 

ou Ton a utilise la normalisation usuelle des rapidites: £ = nX (les noyaux changent 
done aussi de normalisation, de fagon a ce que /(A)dA = f(()d(). Remarquons que la 
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dependance des TBA (ainsi que de l'energie libre F, que nous n'avons pas ecrite explicite- 
ment) en la temperature T est triviale du fait que Ton peut decaler ( — > £ + est, ce qui 
est normal pour une theorie conforme. 
Les valeurs limites sont: 

f x sin(7rj/(q + 6 + 2)) sin(7r(j + 2)/(q + 6 + 2)) 

sin (tt/ (a + b + 2)) 
x sin(7rj/(a + 2))sin(7r(i + 2)/(a + 2)) 

?7i(+oo) = . 2/ 77 ,,u 1 < J < a (3.13) 

sin (717 (a + 2)) 



S in(7rQ- - a)/(6 + 2)) sinK? - a + 2)/(6 + 2)) 
sin (7r/(o + 2)) 



Nous donnerons ulterieurement une justification de ces valeurs (section 3.2). En utilisant 
des formules connues de sommes dilogarithmiques [55], on obtient (on pose c = dans 

_ 6 ^r/^l+°°_ 3a6(a + 6 + 4) 

" tt 2 ^ [Jj) 1 — " (a + 2) (6 + 2) (a + b + 2) ^ J 

qui est la charge centrale des modeles coset SU(2) a x SU(2)b/ SU(2) a+ i, [56]. 

La regie generale pour deduire la charge centrale du diagramme des BAE physiques 
d'une theorie conforme a une chiralite est la suivante: 

• Ajouter 1 par noeud hachure. 

• Ajouter la contribution du diagramme "physique" , e'est-a-dire en retirant les noeuds 
hachures. 

• Retrancher la contribution du diagramme "nu", e'est-a-dire au contraire en con- 
siderant les noeuds hachures comme des noeuds normaux. 

La contribution des diagrammes qui nous interessent est donnee par la figure |35| . 

Notons que a) n'est pas la limite de c) quand / — » 00 (ou d) de e)), car, pour / 
grand, la somme dilogarithmique c) est dominee par ses premiers termes (j /) et par 
ses derniers termes (/ — j /), et la somme a) n'est la limite que de la premiere moitie. 
Cependant, du fait des compensations entre les contributions du diagramme physique et 
du diagramme nu, cela n'a pas de consequence physique. Montrons par exemple com- 
ment obtenir la formule b) de maniere elementaire: on calcule tout d'abord les valeurs 
limites des rjj correspondant au diagramme: on trouve rjj = j(j + 2) pour 1 < j < f, 
77/+1 = rji- = f + 1. On cherche done a calculer 
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Fig. 35: Table de sommes dilogarithmiques. 



On utilise la relation L(xy) = L(x) + L(y) — L(x(l — y)/(l — xy)) — L(y(l — x)/(l — xy)) 
satisfaite par L, avec x = y = on obtient alors 



12 



/ r 



7T^ 



3=1 



= i 



i + i 



i 



i + 2 



+ 2L 



1 



/ + 2 



Nous admettrons la valeur des autres sommes dilogarithmiques de la figure 35 (voir 
par exemple [57] et references incluses). Prenons encore un exemple d' application de ces 
formules a un calcul de charge centrale qui nous resservira par la suite: considerons la 
version a une seule chiralite du modele fusionne decrit par les BAE physiques |3~T|^ , et 



que nous reproduisons ici (figure |36|). 



^° Ce modele n'est bien sur pas un modele de fermions chiraux libres dans des rep superieures: 
la premiere remarque de la fin du ne s'applique pas au cas fusionne, cf l'observation 

similaire du paragraphe suivant pour le cas anisotrope. 
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Fig. 36: Diagramme de TBA de la CFT WZW chirale. 

On calcule aisement la charge centrale, qui vaut: c = (iV 2 — l)f/(f + N), c'est-a-dire 
celle de la theorie conforme de Wess-Zumino-Witten SU(N) au niveau / [58]. Nous 
prouverons au chapitre ^] que si l'on considere une chiralite de la CFT WZW, alors elle 
admet effectivement le diagramme de BAE physiques (ou de TBA) de la figure |3^. 

Terminons sur quelques remarques generales: 

★ Une fois que Ton a calcule l'energie libre a champ magnetique nul, on peut facilement 
reintroduire le champ magnetique, et calculer la nouvelle somme dilogarithmique, par 
exemple en derivant deux fois par rapport au champ magnetique. Nous ferons un 
tel calcul au paragraphe suivant. 

★ II existe une autre methode, plus traditionnelle, pour arriver aux formules de dilog- 
arithmes, qui n'utilise que les TBA (et pas les BAE). C'est celle qui est utilisee dans 
les articles [III, IV]. Notons que dans [III.B], le modele n'est pas a strictement parler 
conforme, mais cette methode fonctionne tout de meme; de plus, l'energie libre est 
calculee directement en presence d'un champ magnetique. 

★ Les structures "nue" et "physique" ne sont pas directement liees au groupe de renor- 
malisation, puisque meme pour une theorie conforme, les deux structures coexistent 
et donnent chacune leur contribution a la charge centrale^. 

3.I.4. Limite ultraviolette des theories massives et decouplage des chiralites 

Les calculs faits precedemment ne s'appliquent pas au cas des theories massives. 
Cependant, on peut esperer, dans la limite T — > 00, explorer la region ultra-violette et 
en particulier retrouver la theorie conforme qui constitue le point fixe ultra-violet de la 
theorie. 

La limite T — > 00 des TBA massives fait apparaitre un phenomene bien connu que 
nous nommerons decouplage des chiralites. Celui-ci est caracterise par le fait que les 

* Nous verrons cependant un cas ou le passage de la structure nue a la structure physique 
est lie au not de groupe de renormalisation: le modele de Kondo (section 4.3). 
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fonctions (on rappelle que l'on prend maintenant la parametrisation usuelle de la ra- 
pidite; pour un modele SU (N), on a la correspondance: ( = 2tv\/N avec les notations du 
chapitre [[]) se mettent a developper un plateau dans la region [— log(T/m), + log(T/m)], 
ou m est l'echelle de masse du systeme. On peut alors definir des fonctions ?7 ± (C) = 
rj(£ ± log(2T/m)) qui admettent (generalement) une limite finie quand T — > oo: elles 
decrivent separement les deux chiralites de la theorie conforme ultra-violette. En effet 
les particules qui ont une energie de l'ordre de T ont une rapidite ( ~ ±log(T/m) et 
verifient e ~ |p| des que T ^> m^ 2 . 

Prenons comme exemple le modele NJL standard. Diagrammatiquement, la limite 
UV est representee par la figure [T7[ 




Fig. 37: Decouplage des chiralites dans le modele NJL SU(2). 

Les fonctions rj^ verifient des equations separees qui sont les limites de (3.5) (avec 
e(() = mcosh£): 

log(l + (^(C))- 1 ) - C jk * log(l + r£{Q) = (3.15) 

En appliquant les methodes du 3.1.3 a ( |3.15|) , on calcule les charges centrales UV c et 
c: on trouve sans difficulte^ 5 c = c = 1, ce qui pouvait se deviner, puisque le modele 
NJL est asymptotiquement libre: dans l'UV, restent done deux fermions de Dirac libres 
(c = 2) auquels on a retire un secteur c = 1 decouple. 

On peut etendre le calcul de la charge centrale UV au modele NJL deforme, et on 
trouve qu'independamment de l'anisotropie 7, c = c = 1. Ceci veut-il dire que le modele 

^ 2 Remarquons a ce propos que les particules d'une meme chiralite dans la limite UV ont la 
meme matrice S de diffusion - exprimee en termes de la rapidite decalee - que celle de la theorie 
massive originale, puisque la matrice S ne depend que de la difference des rapidites. 

^ 3 Le calcul est en fait trivial, du fait de la particularite du cas isotrope: les symetries nue et 
physique sont identiques, d'ou compensation evidente de leur contribution a la charge centrale. 
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NJL deforme est encore asymptotiquement libre ? Non, car la limite UV du modele NJL, 
quand on fait varier 7, parcourt en fait la ligne de points critiques c = 1 (du cote massif 
de la transition de Kosterlitz-Thouless). Nous renvoyons le lecteur aux references [59,60] 
pour une discussion generale de la transition de Kosterlitz-Thouless et des modeles c = 1. 
L'essentiel pour nous est que la theorie UV ne concide pas avec la theorie non-perturbee; 
en effet, si Ton regarde le not de groupe de renormalisation des deux constantes f et g 
du Lagrangien ( [2.23| ), on voit que / tend vers (le terme couple a / constitue la pertur- 
bation), mais que g tend vers 7 (l'anisotropie 7 est un invariant du not). En particulier, 
bien qu'il y ait generation dynamique de masse (par rapport au modele non-perturbe) , 
il n'y a pas liberte asymptotique puisque l'operateur perturbant acquiert une dimension 
plus petite que 1 (done devient relevant) quand on s'eloigne du point isotrope. Une autre 
remarque reliee est que les deux chiralites de la theorie UV ne sont pas les fermions 



chiraux de la theorie non-perturbee, et done la premiere remarque de la fin du \1.2.$ ne 
s'applique pas au cas anisotrope. Nous reviendrons sur la limite UV du modele NJL 
quand nous lui ecrirons une NLIE (section Q). 

Plagons ensuite notre modele NJL deforme a 7 = 7r/(p + 1) dans un champ 
magnetique B = y ~^ ° J ; au lieu d'etre lie a la limite j — > 00 comme dans le cas isotrope, il 
apparait explicitement dans les deux derniers noeuds des TBA [61]. On trouve facilement 
par les formules de dilogarithmes que, dans la limite ultra-violette, 



TV 



T 2 I 1 + 



6b 2 /T 2 
6 ^ ' tv(tv — 7) 

On observe alors le fait suivant []62[]: pour un champ magnetique purement imaginaire 
b/T = 27 = in/(p + 1), on a F ~ — (n/6)T 2 c avec la nouvelle charge centrale 

6=1 6 



P(P+ 1) 



qui est celle du modele minimal M p [63]. L'interpretation de ce resultat est la suivante: 
au point fixe UV, il est possible de definir une nouvelle action de Falgebre de Virasoro, 
de charge centrale inferieure a 1. Ceci est essentiellement la construction de Dotsenko- 
Fateev [64] (ou de Feigin-Fuks) du gaz de Coulomb avec une charge de fond a l'infini. II 
est bien connu que dans cette construction, on peut se ramener a un sous-ensemble fini 
d'operateurs Virasoro-primaires, de sorte que le Hilbert peut etre tronque pour donner 
le Hilbert des modeles minimaux. Qu'en est-il ici ? 
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Le lecteur aura sans doute devine que c'est precisement la troncation de groupe quan- 
tique qui va jouer ce role [26]. En effet, on verifie qu'en imposant le champ magnetique 
b/T = Z7, la fonction rj p -i devient constante et egale a 0, de sorte que les noeuds p — 1, p, 
1~ se decouplent et que l'on est ramene au diagramme tronque (cf figure |16|) ! Le champ 



magnetique imaginaire constitue done une maniere alternative d'effectuer la troncation 
de groupe quantique. Son avantage est qu'en modifiant le Hamiltonien (par ajout du 
champ magnetique), on change explicitement la gradation du groupe quantique ("spin" 
dans la limite relativiste). Du point de vue mathematique, l'introduction du champ 
magnetique imaginaire correspond a modifier la fonction de partition Z = tr(e _H//T ) 
enZ = tr(Ke" H / T ), ou K est l'element de U q (sl(2)) pris dans sa representation sur le 
Hilbert complet. Ce sont les proprietes dites de Markov [65] de cette trace modifiee 
x — > tr(Kx) (ou x appartient au commutant de U q (sl(2)), soit dans les cas qui nous oc- 
cupent a Falgebre de Temperley-Lieb [66]) qui permettent de retrouver la troncation de 
groupe quantique. Une construction similaire existe pour U q (sl(N)) (cf IV.9). 

Finalement, en calculant les corrections des rj(Q a leur comportement dominant 
?7 ± (C =F log(2T/m), on peut egalement determiner le voisinage du point fixe UV, et en 
particulier quelle est la dimension de l'operateur perturbant. Dans les cas les plus sim- 
ples, on peut systematiser le calcul de ces corrections [67]. Nous ferons nous-memes de 
tels calculs pour le modele de Kondo (section 4.3). 

3.1.5. Les flots non-massifs 

Jusqu'ici, toutes les theories a deux chiralites que nous avons considerees etaient mas- 
sives. Rien n'empeche cependant d'avoir des theories sans masse, mais non-conformes. 
On a alors un flot de groupe de renormalisation d'un point fixe infra-rouge a un point 
fixe ultra-violet. Les TBA doivent de nouveau exhiber un decouplage des chiralites. On 
peut aisement visualiser ce phenomene au niveau diagrammatique: la ou la limite UV 
faisait apparaitre deux TBA chirales essentiellement identiques aux TBA de depart (a 
part pour le second membre) , la limite IR produit des TBA chirales telles que les noeuds 
hachures d'une chiralite "tuent" le noeud correspondant de l'autre chiralite. Voyons com- 
ment cette regie s'applique sur un exemple simple: considerons le systeme de TBA donne 
par le diagramme du milieu de la figure 38. 
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Fig. 38: TBA d'un flot non-massif (le not est de bas en haut). Les noeuds 
hachures sont differents pour les deux chiralites, done il n'y a pas apparition de 
masse. 

On a represents les TBA dans la limite infra-rouge et dans la limite ultra-violette. 
Les charge centrales cuv = cuv = 1 _ 6/(p(p + 1)) et cir = cir = 1 — 6/(p(p — 1)), et 
on peut se convaincre [37] que les TBA de la figure [3^ representent le not du modele 



minimal M p vers M p _i par perturbation de M p par l'operateur $^3. 

Nous examinerons nous-memes un cas de not non-massif: le modele de Wess- 
Zumino-Witten (chapitre f|). Nous reviendrons alors sur la notion de diffusion des exci- 
tations non-massives. 



3.2. Y-systeme et equations de fusion 

II existe un lien profond entre les TBA et les "equations de fusion" (nous avons deja 
donne un exemple de ces dernieres, cf Eq. (2.37)); celui-ci peut etre devine a partir du lien 
deja evoque entre la structure des TBA SU (N) et les tableaux de Young rectangulaires, 
suggerant une interpretation de theorie de la representation des TBA. Nous nous lim- 
iterons dans cette section au cas isotrope (pour les TBA anisotropes, il faut des equations 
de fusion plus generales que celles que nous considerons, cf [68]). Ce qui suit n'est qu'un 
survol d'un sujet qui est encore en pleine activite a l'heure actuelle; il nous permettra de 
mieux situer un certain nombre de concepts introduits et utilises dans [III, IV] (equation 
non-lineaire integrale, equations de fusion modifiees, etc). 

Le point de depart des equations de fusion est la procedure de fusion dans l'espace 
auxiliaire des matrices de monodromie. La fusion exprime alors des relations dans 
l'algebre des representations du Yangien correspondant Y(sl(N)). En prenant la trace sur 
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l'espace auxiliaire, on obtient les matrices de transfert que l'on peut appeler legerement 
abusivement les caracteres du Yangien Y(sl(N)). II s'agit d'un abus de langage car les 
matrices de transfert sont encore des operateurs sur l'espace physique, mais qui se justifie 
du fait que, les matrices de transfert commutant entre elles, on peut les identifier a leurs 
valeurs propres; en particulier, toute equation verifiee par les matrices de transfert est 
aussi une equation pour leurs valeurs propres. 

La plupart des relations qui existent pour l'algebre des representations de sl(N) (et 
done leurs caracteres) peuvent etre etendues en des relations pour Y(sl(N)) (et done 
les matrices de transferts associees), a condition d'ajouter des decalages appropries des 
parametres spectraux. Nous avons deja vu que pour £77(2), l'identite |(g>| = l©0se 
traduit pour les matrices de transfert par l'equation (|2.37|) : 

Ti (A + i/2)Ti (A - i/2) = T X (A) + T (A) 

On remarque que les equations de fusion ne dependent pas de l'espace physique, puisque 
la fusion n'a lieu que dans l'espace auxiliaire. La simple donnee des equations de fusion 
satisfaites par les matrices de transfert ne peut done evidemment pas contenir toute la 
physique du modele considere. Les equations de fusion ne dependent pas non plus de la 
valeur propre particuliere considered (etat fondamental, etats excites). 

Pour £77 (N) et pour une representation quelconque R = J2 r ( avec l es nota- 
tions du [III. A], e'est-a-dire dont la r eme ligne du tableau de Young a \i r boites), on a un 
analogue de la formule de Weyl pour les matrices de transfert [49]: 



T {^}W = det t T ^+fc-a(A + i(ji b ~ b))] a 6=1 



.A' 



(avec des rapidites legerement decalees par rapport a nos conventions). Cependant, la 
structure des TBA suggere qu'il est necessaire de trouver des equations de fusion qui ne 



font appel qu'a des tableaux de Young rectangulaires. Et en effet, la figure |39| montre 
qu'il existe de telles relations. 



n-1 



n+1 



1-1 



1+1 



Fig. 39: Egalite formelle entre des produits tensoriels de representations de 
SU(N). 
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La relation correspondante pour les matrices de transfert s'ecrit [69]: 



TJ(A + i/2)TJ(A - i/2) = TJ+^AJTJ-^A) + T^ + i(A)T^_ 1 (A) (3.16) 

est la matrice de transfert dont l'espace auxiliaire est un tableau de Young a j lignes 
et r colonnes. Considerons alors la combinaison [70]: 

T?L_i (A)T£ i(A) 

5 7 (a » = <3 - i7) 

On montre facilement a partir des equations de fusion (3.16) que les YT verifient le Y- 



systeme [71 



[1 + rr (A)l [1 + 17 i (A)l 
^(A + ^(A- i /2) = IrT L TI ^ ,, 18 ) 

Le Y-systeme a ete introduit originellement en liaison avec les TBA; en effet, si l'on pose 
17(A) = VjiC) avec C = 27rA/iV, alors les equations (3.18) peuvent etre deduites des TBA 
SU{N): 

logil + ^iOr^-iC-y^C^logil + vliO) = ^ 1 < r < N-l, 1 < j < oo 

(3.19) 

ou les #J sont des fonctions analytiques dans la bande Im£ G [— tv/N — e,+ir/N + e] 
et qui satisfont §J(C + m/iV) + £J(C - mt/JV) - ^ +1 (C) - ^"'(O = pour tout j. 
Le Y-systeme permet alors de demontrer un certain nombre de proprietes formelles des 



solutions des TBA (3.19). Inversement, la donnee des equations de fusions (|3.16|) et 
des comportements asymptotiques des permet de "remonter" du Y-systeme a des 



equations du type de ( |3.19| ). Ceci a ete fait dans le cas 577(2) dans [72], et generalise au 



cas SU(N) (mais avec des erreurs dans la derivation - misprints?) dans [70]. Evidem- 
ment, les equations ainsi obtenues ne sont pas reellement des TBA, puisque le systeme 
considere n'est pas a temperature finie mais dans un des etats excites au-dessus du vide. 
On les appelle equations "TBA-like". Pour des mo deles relativistes^, pour lesquels 
g T j = sin(nr /N)(a~j~e +< * + a7e _1 >), le lien avec les vraies TBA est le suivant: dans une 
limite d'echelle appropriee, les TBA-like decrivent le modele correspondant sur un es- 
pace compactifie de longueur finie; grace a l'invariance modulaire, on voit done que les 



^ L'invariance relativiste n'est en fait pas indispensable, mais nous nous limiterons a ce cas. 
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TBA-like pour l'etat du vide sont en fait les TBA usuelles apres transformation mod- 
ulaire r — ► — 1/r; quant aux TBA-like pour les etats excites, elles correpondraient a 
d'eventuelles "TBA pour les etats excites", qui n'ont pas d'interpretation physique di- 
recte. De telles TBA ont effectivement ete introduites recemment [73]. 

Remarquons que la derivation des TBA-like n'utilise jamais l'hypothese de corde; et 
pourtant on obtient la meme structure des equations a deux indices que dans les TBA. 
Ceci est bien sur directement lie a la remarque faite au 2.3.1 sur Interpretation de 
l'hypothese de corde en termes de fusion. En un certain sens, les TBA-like justifient done 
a posteriori l'usage de l'hypothese de corde dans les TBA. 

Passons maintenant aux equations de fusion modifiees. Celles-ci proviennent de la 
remarque suivante: ni le Y"-systeme ni les equations de fusion usuelles ne peuvent con- 
tenir toute la physique d'un modele, puisque par rapport aux TBA, on a perdu le second 
membre. Cependant il existe une maniere de definir des caracteres modifies, qui verifient 
des equations de fusion modifiees: celles-ci n'ont pas de signification algebrique profonde, 
mais par contre elles incorporent le second membre des TBA. 

Les equations de fusion modifiees apparaissent naturellement dans le modele de 
Kondo (voir [III.3.3]), puisqu'elles correspondent a l'idee intuitive que Ton peut obtenir 
des impuretes de spin superieur en fusionnant plusieurs impuretes^ 5 . Les caracteres mod- 
ifies sont definis par l'equation (III. 3. 13), qui, dans le cas SU(2), differe de la relation 
entre matrices de transfert (ou caracteres non-modifies) et fonctions Y utilisee dans [72] 
par des facteurs scalaires. En tenant compte du fait que toutes les fonctions log(l + 77(C)) 
sont bornees, on peut prolonger les caracteres sur une bande du plan complexe, et inverser 
(III. 3. 13), ce qui aboutit a l'equation (III. 3. 15). On peut alors montrer que les caracteres 
X r j verifient des equations de fusion modifiees du type: 

X?(C + ™/N)x){C - m/N) = xJ+'COxJ-'CO 

(3.20) 

+ X-+i(C)Xi-i(C) exp (sin(7rr/iV)(a+e +c + aje~ c )) 

e'est-a-dire que le second membre des TBA apparait de telle sorte que Ton peut 
representer les equations de fusion modifiees par les memes diagrammes de BAE physiques 
que les TBA. Les liens entre noeuds correspondent aux liens entre caracteres dans les 



^ 5 Cette idee intuitive est deja exprimee dans [74], mais l'analyse perturbative de [74] ne 
leur permet pas d'obtenir les equations de fusion modifiees qui contiennent des informations 
non-pert urbatives. 
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equations de fusion, et les noeuds coches voient le terme qui les connecte a leurs voisins 
horizontaux modifie. 

Les equations de fusion modifiees, a la difference des TBA, ne sont pas des equations 
ne faisant intervenir que des fonctions reelles, et elles ne se pretent done pas bien aux 
simulations numeriques ou a certains types de calculs analytiques. Par contre, elles 
permettent des calculs a un niveau formel qui peuvent s'averer interessants: ainsi, dans 
[III. 4], de nombreuses quantites thermodynamiques sont obtenues de maniere elementaire 
grace aux equations de fusion. 

Les equations de fusion modifiees permettent egalement d' interpreter les valeurs lim- 
ites dans les TBA (cf fin du [III.3]). En effet, on voit que dans la limite £ — > ±00, on 
peut negliger les decalages du parametre spectral, de sorte que les equations de fusion 
modifiees se resument a de simples equations pour les caracteres de SL(N). Cependant, 
le facteur exp(sin(7rr/iV)a!je^) (nous considerons un modele a une chiralite), qui tend soit 
vers 1 soit vers 0, restreint l'intervalle des indices des equations de fusion. Dans les cas les 
plus simples, ces restrictions correspondent simplement a remplacer les relations de car- 
acteres de SU (N) par les relations de caracteres de l'algebre des representations tronquee 
de U q (sl(N)) avec q = —e~ l7T /(f +N \ De maniere generale, on peut affirmer que la modi- 
ficiation des equations de fusion fait passer des equations de fusion du groupe quantique 
nu (C = —00) aux equations de fusion du groupe quantique physique (£ = +00). 

Dans les TBA, la condition de positivite des r\ impose le choix de la valeur propre de 
Perron-Frobenius des matrices d'adjacence, e'est-a-dire la dimension pour SU (N) et la 
(/-dimension pour U q (si(N)) . On reconstitue finalement les valeurs limites ?yJ(±oo) grace 
aux equations du type (|3.17|) . 

Prenons un exemple: les valeurs limites (3.13) s'obtiennent facilement a par- 
tir des (/-dimensions des trois groupes quantiques U e i^/( a +2)(sl(2)), U e i^/(b+2)(sl(2)) et 
U e iiv/(a+b+2) (s[(2)) (on a rjj = dj+idj-i ou dj est la g-dimension de la representation de 
spin j /2: dj = [j' + lj). On remarque alors que les sommes dilogarithmiques qui apparais- 
sent dans (|3.14|) sont encore calculables si l'on remplace la g-dimension dj par un autre 
caractere [ff5| , et font apparaitre les poids conformes du modele, indiquant que pour les 
"TBA pour les etats excites" , les valeurs limites sont donnees par les differents caracteres 
et non la seule g-dimension. 
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3.3. Une alternative aux TBA: les Equation Non-Lineaires Integrates (NLIE) 

Nous avons vu dans la section precedente qu'il est possible de considerer, par in- 
variance modulaire, des theories sur un espace compactifie de longueur finie, et d'obtenir 
des equations similaires aux TBA. Nous appellerons generiquement les equations cor- 
respondant a un espace fini des Equations Non-Lineaires Integrales (NLIE), du fait de 
leur forme. Ici, nous ne interesserons pas aux NLIE "TBA-like" comme dans la section 
precedente, mais au contraire a des NLIE qui ont une structure plus simple que les TBA: 
nous verrons que nos NLIE ne reproduisent que la structure du diagramme de Dynkin 
de l'algebre de symetrie correspondante, sans qu'il y ait de second indice de corde. Des 
equations de ce type ont ete ecrites pour les mo deles a 6 vertex et a 19 vertex (spin 1) 
dans [76] et ont ete obtenues independamment dans le cadre de la theorie des champs 
relativiste (Sine-Gordon) dans [77]. Des references plus completes sont donnees dans 
[IV], qui traite de la generalisation de ces NLIE a une algebre de Lie simplement lacee 
quelconque, et qui utilise les methodes de [78]. 

Les NLIE que nous allons voir maintenant se demarquent notablement des TBA: tout 
d'abord, Phypothese de corde n'y est pas applicable, les etats excites pouvant contenir 
des racines situees n'importe oil dans le plan complexe; par contre, l'etude d'un seul etat 
(l'etat fondamental) donne autant d'information que les TBA (et en particulier, dans 
l'UV, la charge centrale), tandis que l'etude des etats excites fournit des informations 
inaccessibles par les TBA (dans l'UV, les poids conformes). 

S.S.I. Les NLIE de Toda affine en couplage imaginaire 

Le modele de Toda affine est presente brievement dans [IV. 1,9.1]. Reprenons cette 
presentation. Si (p est un champ bosonique appartenant a la sous-algebre de Cartan d'une 
algebre de Lie q de rang n, a s , 1 < s < n sont les racines simples de 0, et — ao est la 
racine la plus haute de g, alors Faction de Toda affine avec une constante de couplage 
imaginaire est donnee par 



Cette action pose plusieurs problemes: tout d'abord, elle n'est pas reelle, ce qui est lie au 
fait que la theorie n'est pas unitaire. Ensuite, elle n'est pas renormalisable telle quelle, 
puisque la perturbation engendre tous les operateurs du type e - ^ '^ ou a parcourt le 




s=0 



n 



(3.21) 



100 



reseau des racines. Ces operateurs apparaissent d'ailleurs quand on bosonise le modele 
NJL SU(N) [79]: en effet, celui-ci est equivalent a la theorie bosonique 



des operateurs perturbants supplementaires qui rendent la theorie renormalisable. Pour 
R > l/v2, la perturbation ne produit pas d'operateurs plus pertinents que ceux de (3.21), 
et il est concevable, par extension du cas isotrope, que le modele de Toda affine en cou- 
plage imaginaire soit equivalent au modele NJL anisotrope associe a la meme algebre q, 
dont la bosonisation produit les operateurs manquants qui assurent la renormalisabilite. 
Nous allons done ecrire des Equations Non-Lineaires Integrates non pas pour Toda affine, 
mais pour le modele NJL anisotrope. 

Nous supposerons dorenavant que l'algebre de Lie g est simplement lacee. Le point de 
depart des NLIE est la donnee des Equations d'Ansatz de Bethe qui sont la generalisation 
a U q (g) des equations (1.29) pour g = sl(2) (Eq. (IV. 2. 4)). Les inhomogeneites sont 
alternees 8k = ±0, 8 — > oo: ce sont celles du modele NJL anisotrope. On peut don- 
ner une autre interpretation a ces inhomogeneites alternees en termes de regularisation 
sur reseau de la theorie des champs que Ton obtient dans la limite d'echelle: e'est 
1' appro che dite du cone de lumiere [80]. Le reseau est tourne de 45 degres par rap- 
port a l'ordinaire, e'est-a-dire que Ton considere une matrice de transfert diagonale a 
diagonale. Les e~ lE± = e _l( ^ ±p ) donnes par l'Eq. (IV. 2. 5)^ 6 , en particulier, sont les 
translations des deux pas elementaires du reseau, qui sont dans les deux directions du 
cone de lumiere. Dans cette approche, on peut, dans le cas g = sl(2), demontrer que 
certains operateurs, obtenus par une transformation du type Jordan-Wigner, verifient 
les equations du mouvement du modele de Thirring massif, ce qui justifie le lien avec ce 
modele. Cependant, comme il est explique dans [81], ceci ne permet pas de distinguer 
entre les differents modeles "equivalents" a Sine-Gordon. Nous eluciderons ce point lors 
du calcul des poids conformes UV (\3. 3. p . 

^ 6 Notons qu'ils different par des signes des expressions (Eq. (|1.30)| ) que nous avons utilises 
jusqu'ici. Ce signe peut etre absorbe dans le choix de conditions aux bords (periodiques ou 
anti-periodiques) pour les fermions nus. 




(3.22) 



avec R = l/y/2. (3.22) se distingue de (3.21) par le fait que Faction est reelle et contient 
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Partons done des fonctions de comptage Z s (Eq. (IV.3.1)) pour un etat excite au- 
dessus du vide (qui contient un nombre fini d'excitations physiques), et distinguons deux 
types de racines des BAE: les racines reelles qui constituent le vide de la theorie, et les 
racines complexes - on ne parle plus de cordes puisque l'hypothese de corde ne s'applique 
pas. On utilise alors une integrale de contour pour recrire la contribution aux fonctions de 
comptage de racines reelles. Notons que cette astuce ne fonctionne que pour les modeles 
non-fusionnes, pour lesquels le vide n'est constitue que de racines reelles. On parvient 
alors, apres une serie de transformations, et le passage a la limite d'echelle, aux NLIE 
(IV. 3. 17), que nous recrivons ici dans les notations de cette these: 

M H M C 

Z s (() = ikPLsinhC + X st * Q*(C) + £ X st (C -vi)-zZ X*(C " £) (3-23) 

ct=l a=l 

ou nous avons suppose pour simplifier qu'il n'y a pas de racines/trous speciaux. La 
fonction reelle Q s est definie par Q S {Q = Z S (Q mod 2tt (la aussi, nous simplifions en 
supposant 6 s = 0), et |Q S (C)| < ^- Les X st sont des noyaux donnes dans (IV.3. 15-16), et 
X st sont les primitives de 27rX st . Enfin les M s sont les masses des differentes excitations 
physiques. 

Pour interpreter les NLIE (3.23), et en particulier les X st , regardons tout de suite 
la limite L — » oo. On voit facilement que les termes non-lineaires X st ★ Q t sont ex- 
ponent iellement petits (en e _ML , oil M est une echelle de masse de l'ordre des M s , 
typiquement la plus petite masse). Une fois ces termes retires, les NLIE ( p.23[ ) peuvent 
alors etre considerees tout simplement comme le fait que les Z S {Q sont des fonctions de 
comptage "physiques" pour les trous et racines complexes. En effet, on a bien: Z s {j]^) et 
Z s (^l) egaux a 2n fois des demi-entiers, ce qui est la definition d'une fonction de comp- 
tage. En particulier, en considerant des configurations sans racines complexes, les x st 
s'identifient au dephasage des trous lors de la diffusion de plus haut poids. Ainsi, dans 
le cas g = sl(N), la matrice S 11 (Eq. (IV. 6. 4)) se recrit explicitement: 



sm(NK(/7r) sinh((p + 1 — N)k) sinh« 
K sinh(pK) sinh(NK) 



r(i-^)r(i-^ + ^) (3 - 24) 
- r(^ + i + z4)r(^±i-z^)r(^ + i-z4)r(^ + z^ 

^r(^ + i-^)r(^+i^)r(V + i + <^)r(^-i^ 
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On conclut done que le passage de (IV. 3.1) a (IV. 3. 17), dans la limite L — > oo, s'identifie 
a la dualite particule-trou entre ondes de spin et spinons. 

Cette interpretation montre aussi la difference essentielle entre les fonctions de comp- 
tage des pseudo-particules, qui sont celles dont nous sommes partis (Eq. (IV. 3.1)), et les 
fonctions de comptage physiques donnees par (3.23) sans la non-linearite. Pour ce qui 
est de la premiere expression, elle est exacte a toute longueur L, ce qui provient en 
derniere analyse du fait que les interactions entre pseudo-particules sont ponctuelles^ 7 ; 
la seconde expression, en revanche, n'est valide qu'a L — > oo, puisqu'il y a des corrections 
en exp(— ML), qui correspondent au fait que, lorsque le rayon L devient trop faible, de 
sorte que les particules deviennent trop rapprochees (par rapport a l'echelle de distance 
du systeme, qui est 1/M), la notion d'etat asymptotique (compose de particules libres) 
n'est plus valable. La non-linearite modifie alors la quantification des rapidites, et permet 
ainsi d'avoir une limite ultra-violette non-triviale, que nous allons maintenant examiner. 

3.3.2. Limite ultra-violette et poids conformes 

Dans la limite L — >• 0, les NLIE (3.23) exhibent un comportement similaire aux TBA, 
e'est-a-dire le decouplage des chiralites [IV. 7-8]. Cependant, le decouplage n'est total que 
pour l'etat fondamental: pour les etats excites, il reste un couplage residuel que constitue 
le "twist" des equations chirales I 'une sur V autre. Ce "twist" apparait explicitement 
dans les fonctions de comptage Z s comme des constantes qui traduisent l'interaction 
entre particules de chiralites differentes (et done de difference de rapidites divergentes). 
II conduit a une valeur non-triviale de Z s± (=)=oo); generiquement, on a (Eq. (IV. 7. 8)): 

Z s+ (-oo) = Z s ~(+oo) = 7 Ar s mod 2tt 

ou Ar s = r s+ — r s ~ est la difference des nombres quantiques g des particules droites et 
gaudies. 

On peut alors calculer le terme en 1/L de l'energie d'un etat excite pour L — > 0, ce 
qui par definition nous fournit le poids conforme UV correspondant (ainsi que la charge 
centrale, bien sur, puisque les poids conformes sont decales de c/24 sur le cylindre). Le 
calcul [IV. 8] est assez complexe, mais le result at, lui, est simple: la charge centrale vaut 
le rang de l'algebre, et, generiquement, on trouve que le poids conforme est donne par: 

A ± EsA^r [r s ± (1 ~ -yMAr"] [r* ± (1 - tAQAt^] ± 

A " 8(1- 7 /tt) +P {6 - 2b) 



^ 7 comme celles entre particules nues; on peut le voir en utilisant l'Ansatz de Bethe en Coor- 
donnees, et non l'Ansatz de Bethe Algebrique, pour la diagonalisation de la matrice de transfert. 
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ou (C _1 ) st est l'inverse de la matrice de Cartan avec la normalisation usuelle, c'est-a-dire 
C st = 25 st — A st (A st est la matrice d'adjacence du diagramme de Dynkin de g). p^ sont 
des entiers positifs. Les nombres quantiques r s sont lies au groupe L^l)"^ -1 (charges 
topologiques pour le champ (f> de Toda affine) qui est une symetrie de la theorie tout le 
long du not de groupe de renormalisation, tandis que les Ar s n'ont de sens qu'au point 
fixe UV (la notion de particules gauche et droite n'a de sens qu'au point fixe UV), et 
correspond a une nouvelle symetrie chirale ^/(l)^ -1 qui est brisee par la perturbation 
hors du point fixe UV. 

On trouve dans [IV. A] une analyse generale de ces poids conformes. Nous allons 
nous limiter ici a quelques remarques sur le cas g = sl(N), avant d'examiner plus en 
detail le cas g = sl(2). Rappelons qu'en posant p^ = dans (3.25), on obtient les poids 

~-iV-l - — -AT-1 

conformes primaires pour I'algebre de Kac-Moody u(l) ©u(l) 

Supposons d'abord 7 = 0. On a alors la formule particulierement simple: 

A ± = - ^(C- 1 ) 8 *^^ (3.26) 

s,t 

Les deux chiralites sont done totalement decouplees. Verifions que ces resultats decrivent 

bien le point fixe UV du modele NJL SU (N), qui n'est autre (d'apres la liberte asympto- 

tique) que iV fermions de Dirac libres. Dans une theorie de iV fermions de Dirac libres, les 

deux chiralites sont eflectivement completement decouplees, et pour une chiralite donnee 

(N fermions de Weyl), on sait que les poids conformes primaires pour I'algebre de Kac- 
- — -JV 

Moody u(l) sont donnes par 

1 - 

a=l 

ou fi a est le poids du a eme generateur de U(l) (matrice avec un 1 a la ligne a, colonne 
a). En utilisant la relation r s = /j, s — n s+1 , on obtient: 

A = \ E^" 1 ) 8 W + ^ ( E V a ) 2 (3-27) 

s,t a 

J2 a l J ' a es ^ 1 & charge U(l) globale qui est liee au secteur U(l) decouple; si Ton retire le 
terme correspondant dans (3.27), on obtient ( |3.26j ). On en deduit que dans l'UV, la NLIE 
( p.23|) , a 7 = 0, decrit N fermions de Dirac libres (soit la fermionisation |82j de la theorie 
conforme de WZW U(N) au niveau 1), auxquels on a retire un secteur U(l). Bien sur, 
l'operation qui consiste a retirer le secteur £7(1) est quelque peu artificielle, car du fait 
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que U(N) = (SU(N) x U(1))/Z N , les secteurs SU(N) et U(l) restent couples par des 
relations modulo iV; explicitement, dans (3.27), on voit que la charge U(l) \i a est 
congrue a ^ s sr s modulo N. En particulier, les proprietes modulaires de la fonction de 
partition sur le tore, dans laquelle a ete retire le secteur £7(1), sont detruites. 

Pour 7 > 0, au contraire, du fait des twists, les deux chiralites restent couplees (dans 
( |3.25|) , r + apparait dans A - et vice versa) par ce qu'on interprete comme les modes zeros 
de la theorie. Nous ne discuterons pas plus le cas anisotrope, car il correspond a une 
theorie non-unitaire (sauf pour g = sl(2), que nous traiterons a part). Nous allons a 
present proceder a la troncation a 7 = 7r/(p + 1), qui retablit l'unitarite [47]. 

On a vu au 3.1.4 qu'en introduisant un champ magnetique imaginaire approprie dans 



les TBA, on reproduisait la troncation de groupe quantique. Quelle est la procedure ana- 
logue pour la NLIE ? C'est la question qui est eclaircie au [IV.9.1]. Reprenons ce raison- 
nement sous une forme legerement differente. Pour cela, partons de la fonction de parti- 
tion (sur un espace infini) a temperature finie T = 1/(3 en presence du champ magnetique 
imaginaire: Z(/3) = tr(e~^ H fi), oil H est le Hamiltonien de la theorie fermionique (modele 
NJL anisotrope), et O = e~ B / T = q^oo Ha est l'effet du champ magnetique. Z(f3) est es- 
sentiellement la quantite que l'on calcule par les TBA. En termes d'integrale fonctionnelle, 

Z(J3)= f [d^d^]e~ s ^'^ (3.28) 

ou S est Faction, dont nous n'avons pas besoin explicitement car nous travaillons a un 
niveau formel. 

Effectuons alors la transformation modulaire x <-> t dans (3.28): on trouve que Z(f3) 
est maintenant la fonction de partition sur un espace compactifie de longueur f3, avec 
des conditions aux bords twistees par O. Ceci nous indique done la marche a suivre: il 
suffit d'introduire un "twist" dans la NLIE ( |3.23|) , qui jouera le meme role que le champ 
magnetique imaginaire. 

On refait alors le calcul des corrections de taille finie en tenant compte du twist 
[IV. 9. 2-9. 3]; si celui-ci est suffisamment petit, il a pour seul effet de rajouter un terme 
inhomogene dans les formules de corrections de taille finie, d'ou la charge centrale et les 
poids conformes (IV.9.13-9.14) qui sont, dans le secteur pair de la theorie (r s et Ar s pairs) 
ceux des Theories Conformes Rationnelles avec la symetrie conforme etendue W(fl). 
Remarque: Les poids conformes UV ( |3.25| ) sont tres voisins des poids conformes IR de la 
chaine de spins XXZ SU(N) correspondante. Cependant, ils sont distincts, puisque ces 
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derniers sont exactement donnes par (|3.25|) , mais apres echange de r s <->• Ar s , ou les r s 
sont toujours les nombres quantiques [/(l)^ -1 , et les Ar s sont les nombres quantiques 
d'un [/(l)^ -1 chiral qui apparait au point fixe IR. Cette difference est bien sur liee a la 
maniere differente dont sont definies les deux chiralites dans les deux modeles, ce qui au 
final est du aux inhomogeneites differ entes (9 k — > ±00 dans un cas, 9k = 0). 

Une autre maniere d'expliquer cette dualite est la suivante: appelons r s les charges 
magnetiques de Toda affine, et Ar s les charges electriques. On voit que la dualite electro- 
magnetique r s <-> Ar s revient a echanger 1 — 7/^ et 1/(1 — 7/71"). Dans le cas de Toda 
affine, pour que la charge magnetique soit conservee tout le long du not, il faut que les 
operateurs perturbants soient purement electriques. De plus, comme on est au point fixe 
UV, ils doivent etre pertinents. Au contraire, au point fixe IR de la chaine de spins, les 
operateurs doivent etre non-pertinents, et il est done naturel de supposer (integrabilite 
du not) que ceux-ci sont precisement les duaux de ceux de Toda affine, qui sont eux 
non-pertinents (puisque 7 = est le point de transition de type Kosterlitz-Thouless, et 
si 1 — 7/7r < 1, alors 1/(1 — 7/71") > 1). Ils sont alors purement magnetiques, done les 
charges conservees tout le long du flot sont les charges electriques, ce sont done elles 
qu'on appelle r s dans la chaine de spins, d'oii finalement l'echange r s <-> Ar s . 

3.3.3. Retour sur le cas g = sl(2) 

Pour discuter des subtilites qui existent entre les differents modeles bosoniques et 
fermioniques equivalents, il est plus simple de revenir au cas g = sl(2). Celui-ci presente 
l'originalite de posseder trois modeles equivalents: en plus du modele NJL anisotrope et 
du modele de Sine-Gordon (cas particulier de Toda affine complexe), on a le modele de 
Thirring massif, que nous allons definir ci-dessous. 

Ces trois modeles sont equivalents au sens ou leurs fonctions de partition sur un 
cylindre (mais pas sur un tore) sont egales, ou encore au sens ou on peut etablir des 
identifications entre certains operateurs des differents modeles. Cependant, ceci ne suffit 
pas a assurer que les Hilberts des differents modeles sont identiques, et, de fait, il est 
montre dans [81] que ceux de Sine-Gordon et Thirring massif sont distincts. L'idee de 
cet article, que nous allons reprendre ici, consiste a analyser la destinee des differents 
etats du Hilbert dans la limite ultra-violette: ils doivent alors s'apparenter a des etats 
de la theorie conforme ultra-violette, que l'on sait classifier explicitement. Ceci nous 
permettra de plus une comparaison directe avec les resultats du \3. 3. 4 
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• Modele de Sine-Gordon. 

L'analyse de Sine-Gordon et de sa limite ultra-violette n'est qu'un cas particulier de 
celle qui est effectuee pour Toda affine complexe dans [IV 9, A], mais nous allons tout de 
meme la reprendre rapidement. 

L'action de Sine-Gordon est: 



La constante de couplage M fixe, apres renormalisation appropriee, l'echelle de masse du 
systeme, et ne nous interesse done pas dans l'UV. Le champ bosonique $ appartient a 
priori a la droite reelle. 

Le modele possede les quantites conservees suivantes: 
o Du fait de la symetrie $ — > $ + 2-kR, on a un operateur T: T$T _1 = $ + 2txR dont 
les valeurs propres sont de module 1. 



On peut done le diagonaliser, ce qui correspond a la decomposition suivante du 
Hilbert H: 



He (9 7^ 0) est le secteur "twiste" de valeur propre e 10 . Hq est le secteur non-twiste de 
la theorie (le Hilbert de Sine-Gordon habituel), il correspond a compactifier le boson $: 
$ = $ + 2nR. Nous verrons que tous les modeles equivalents a Sine-Gordon ont leur 
Hilbert inclus dans le "grand" Hilbert 7i, e'est-a-dire dans des secteurs twistes appropries. 

Dans la limite UV, la symetrie $ — > Q+2ttR est etendue en une symetrie $ — > $+cst, 
d'ou une nouvelle quantite conservee A/", la charge electrique (dans le langage des cordes, 
Af/R constitue l'impulsion dans l'espace cible). On fixe la normalisation de M par la 
relation: T = e 27rtAf , de sorte que dans un secteur He, les valeurs propres n de M verifient: 
ti£Z + ^. En particulier, dans le secteur non-twiste, la charge electrique est entiere. 
o Supposons que nous considerons la theorie sur un espace compactifie de longueur L, 
et faisons tendre L (plus precisement ML, ou M est l'echelle de masse renormalisee) 
vers l'infmi. Du fait que le potentiel cos($/i?) a pour minima $ = 2nmR (m entier), 
on a necessairement 3>(x = +oo) — 3>(x = — oo) = 2-nmR, ou m est la valeur propre 
entiere de la charge M associee au courant topologique 9 X $. Par extension, il est naturel 
(mais non obligatoire) d'imposer, meme pour ML < oo, la condition de quantification: 
$>(x + L) = <&(x) + 2nm de la charge M. Insistons sur le fait que ceci est un choix de 




H= He 



6»e[0,27r] 
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conditions aux bords, et non de compactification de Dans le secteur non-twiste H s g, 
ce sont des conditions aux bords periodiques pour $. M. est nommee charge magnetique 
(ou, pour les cordistes, nombre d'enroulement). 

Dans la limite ultra-violette, on aboutit a la theorie d'un simple boson libre. Di- 
gressons un instant: on appelle aussi parfois cette theorie gaz de Coulomb conforme, 
mais cette appellation est un peu trompeuse, car le gaz de Coulomb proprement dit, 
c'est-a-dire le gaz de particules electriques (ou magnetiques) en interaction coulombienne 
n'apparait que grace a la perturbation (les operateurs de vertex e ± l ®( x )/ R creent des 
sources d'impulsion au point x qui sont les charges electriques, tandis que les operateurs 
"duaux" - voir plus loin - creent des vortex qui sont les charges magnetiques). Nos 
charges magnetique et electrique ne sont pas des vraies charges ponctuelles, mais des 
effets de topologie globale de type instantonique. 

Revenons au boson libre: la theorie est conforme, elle se scinde en ses deux chiralites; 
la solution des equations du mouvement est 

= (p + (x + ) +(p~(x~) 

avec = t ± x, et on a deux courants chiraux j ± (x ± ) = 9 ± (/> ± qui forment deux copies 
de l'algebre de Kac-Moody u(l). Les operateurs primaires pour ces deux algebres sont 
les operateurs de vertex 

O = e i ( a+ <£ + +a~<£~) 

dont les charges U(l) chirales se recombinent pour former les charges electrique n et 
magnetique m selon la formule: 

i , mR n .„ ^ s 

« ± = ±— + ^ (3-29) 

Les poids conformes sont alors donnes par 

A± = l(a±) 2 (3.30) 

Rappelons que dans le secteur non twiste, le reseau des charges electrique/magnetique 
est: (m, n) E Z x Z. On remarque alors la dualite electromagnetique qui consiste en la 
transformation: R — > 2/R et m <-> n. Au point self-dual R = v^2, il est bien connu que 
Ton a une symetrie plus grande: l'algebre de Kac-Moody u(l) est aggrandie en sl(2), 
les generateurs supplementaires etant les operateurs de vertex: m = n = ±1 pour la 
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chiralite droite, m = —n = ±1 pour la chiralite gauche. Cette symetrie sl(2) est impor- 
tante pour nous puisqu'elle doit etre liee a la limite isotrope de Sine-Gordon (point de 
Kosterlitz-Thouless) . 

Pour mieux comprendre ce point, discutons des operateurs perturbants e ±l$ /' R , qui 
sont purement electriques de charge ±1^ 8 : leur dimension vaut A 1 * 1 = Us sont done 
pertinents pour R > l/y/2. On identifie le point R = l/y/2 au point de transition de 
Kosterlitz-Thouless: on voit qu'il est distinct du point self-dual R = y/2. 

Plagons-nous alors a un rayon double R' = 2R, et perturbons avec les memes 
operateurs q± 1 ®/ r = e ±^/R ) q U j son t maintenant de charge electrique ±2: nous ap- 
pellerons cette theorie Sine-Gordon(2). La dimension vaut toujours A ± = de telle 
sorte que le point de Kosterlitz-Thouless est au point self-dual R' = v2. Cependant, la 
condition de quantification de la charge magnetique n'est plus correcte: en effet, le nou- 
veau potentiel cos(2$/i?') possede des minima en rmrR', mais seules les configurations 
telles que $(x + L) — = 2nmR' sont admises: dans la limite IR, ceci signifie que Ton 
n'obtient que les etats qui contiennent un nombre pair de solitons. Nous reviendrons sur 
ce point plus loin. 
• Modele de Thirring massif. 

Par souci de completude, nous introduisons egalement le modele de Thirring massif, 
bien qu'il ne nous soit pas utile. Son action vaut: 



S = J d 2 x i^0^ - |(^ 7m ^) 2 - Mtftf 



ou ^ est un fermion de Dirac. Ce modele possede une invariance U(l). Dans la limite UV, 
comme pour le modele de Sine-Gordon, le terme de masse tend vers 0, et on est ramene 
au modele de Thirring non-massif, caracterise par sa constante de couplage g. Ce modele 
possede une invariance supplementaire U(l) x chirale, e'est-a-dire qu'il y a invariance 
separee des deux chiralites U{1)+ x U(l)-, que Ton recombine en (U(l) x U(l) x )/7,2- 

On montre [83] que le modele de Thirring massif est equivalent au modele de Sine- 
Gordon; avec les conventions standard, la correspondance entre constantes de couplage 
est: R 2 = 1 + g/ir. Dans l'ultra- violet, si l'on prend des conditions aux bords spatiales 
anti-periodiques pour le fermion, alors les poids conformes primaires (pour Kac-Moody 
u(l) ©u(l)) de Thirring non-massif sont donnes par les memes formules ( |3.29|) -(3.30), ou 



^ 8 lis brisent done la dualite electro-magnetique de la theorie UV. 
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m est la charge U(l) (done un entier), mais ou n est la moitie de la charge U(l) chirale^ 9 . 
Le reseau des charges electrique/magnetique n'est done pas celui de Sine-Gordon (non 
twiste), mais plutot, en tenant compte du fait que les charges U(l) et U(l) chirale sont 
congrues modulo 2: (m, n) £ 2Z x Z U (2Z + 1) x (Z + ^). Le fait que les reseaux de 
charges ne concident pas est bien connu des cordistes, puisqu'on passe de l'un a l'autre 
par une projection GSO. Celle-ci assure que la fonction de partition du boson libre sur 
un tore est invariante modulaire, alors que celle de Thirring non-massif a des proprietes 
modulaires caracteristiques d'une theorie fermionique 50 . 

Observons que le reseau des charges possede cette fois une dualite R — > 1/R, m <-> 2n, 
qui n'a pas de signification directe pour nous, a part que le point self-dual est le point 
bien connu du fermion de Dirac libre. 

Enfin, on verifie que les operateurs perturbants M 1 l f T \l/± sont bien les memes que 
ceux de Sine-Gordon, e'est-a-dire electriques de charge ±1. Nous renvoyons le lecteur a 
[81] pour une analyse plus minutieuse de la relation entre Sine-Gordon et Thirring massif. 
• Modele NJL anisotrope. 

Terminons par le modele qui nous interesse le plus directement. Nous avons deja 
donne son action, que nous reproduisons ici: 

s = jd 2 x - gjif» - fvw+jy*)] 

ou les ifj a sont deux fermions de Dirac. On a cette fois une symetrie U(l) 2 (un U(l) par 
fermion), et une symetrie U(l) chirale qui s'etend en U(l) 2 chirale dans l'UV. 

On montre que le modele NJL anisotrope est equivalent a un boson (ou fermion de 
Dirac) libre decouple et a un modele de Sine-Gordon. La relation entre constantes de 
couplage depend la encore de choix de regularisation; avec nos conventions, le rayon de 
compactification du boson de Sine-Gordon est: 

R 2 — — ; ; — r 

2(l-</Ar) 

^ 9 De maniere plus generale, avec des conditions aux bords twistees ^>(x + L) = —e ie ^(x), 
\9\ < 7r, on aurait: n = | + p charge U(l) chirale. 

50 Remarquons que pour notre theorie massive il y a deux projections GSO possibles puisqu'il 
y a deux combinaisons invariantes modulaires: PP et AA + AP + PA; elles correpondent en fait 
aux deux choix de rayons R et R' pour la theorie de Sine-Gordon resultante (avec bien sur les 
memes operateurs perturbants e ±l *^ = e ±2l ^/ R ). 
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Les poids conformes UV primaires u(l) © u(l) © u(l) © u(l) sont parametrises par 
les 4 charges r a± , a = 1, 2; du fait du decouplage du secteur U{1), on les reparametrise 
ainsi: r^r = rf + , = rf — . Alors, les poids sont donnes par: 

1 f Hr + + r-)R+ {r+ + \{rtf (3.31) 

En retirant la contribution du secteur U (1), on retrouve (3.29)-(3.30) a condition de poser: 
m = r + + r~ et n = (r + — r~)/4. Ceci est coherent avec le fait que la perturbation est 
une interaction a 4 fermions, et doit avoir une charge electrique ±1. Le reseau des charges 
electriques est cette fois: (m, n) G 2Z x Z/2 U (2Z + 1) x (Z/2 + i). On a une dualite 
R — > 1/2R, m <-> An dont le point fixe est le point de transition de Kosterlitz-Thouless, 
comme pour le modele de Sine-Gordon(2). Ceci suggere qu'il existe un lien direct entre 
ces deux mo deles. 



Nous avons represents sur la figure |4(] les reseaux des charges pour Sine-Gordon(2) et 
le modele NJL anisotrope. Ceci permet de constater que le second est inclus dans le pre- 
mier: les etats de Sine-Gordon(2) correspondent exactement aux etats tels que r (et done 
Ar) est pair, ce qui est evident compte tenu des formules explicites: m! = m/2 = (r + + 
r~)/2, n' = 2n = (r + — r~)/2 des charges electrique et magnetique de Sine-Gordon(2). 
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Fig. 40: Reseau des charges electro-magnetiques. Les abscisses/ordonnees sont 
les r + /r~ . Les gros cercles forment le reseau de Sine-Gordon(2); completes par 
les petits cercles, ils forment le reseau du modele NJL. On a de plus entoure les 
points correpondant aux courants st(2) dans le cas isotrope (R = l/y/2, R' = y2). 
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• Comparaison avec les resultats de I'Ansatz de Bethe. 

Prenons maintenant n = 1 dans la formule (3.25) des poids conformes donnes par 
I'Ansatz de Bethe; on trouve: 

1 (±r + (l- 7 /vr)Ar) 2 (3.32) 



16(1 -7/tt) 

(3.32) concide avec (|3.31|) en faisant les identifications normales: r = r + + r~ , Ar = 
r + — r _ , 1 — 7/7r = 1/(2R 2 ). De plus, si l'on se restreint au secteur pair (nombre pair 
de solitons), on retrouve exactement Sine-Gordon(2) avec 1 — ■y/n = 2/R' 2 . C'est cette 
derniere identification qu'on retrouve le plus frequemment dans la litterature. 
Remarques: 

•k Ces subtiles distinctions entre les differents modeles equivalents doivent etre rel- 
ativisees. Dans la limite ou la taille L de l'espace compactifie tend vers l'infini, 
comme explique dans [IV.9.1], tous les secteurs twistes degenerent. II y a done 
degenerescence dans l'IR de bon nombre d'etats qui ont une destinee differente dans 
l'UV. La question non-triviale est de trouver quels sont exactement les differents 
etats UV qui degenerent vers le meme etat IR; pour repondre a cette question, il 
faudrait une analyse detaillee des NLIE twistees (celle qui a ete faite dans [84] est 
un premier pas dans ce sens). 



★ Apres avoir ecrit cette section de ma these, un preprint |85[ sur les NLIE de Sine- 
Gordon (equation de Destri-De Vega) est sorti. Les auteurs de MB, apres avoir 
corrige quelques erreurs sans consequence dans [78] (qui avaient deja ete corrigees 
dans [IV] pour le cas plus general d'une algebre simplement lacee quelconque), ont 
repris a leur compte un certain nombre d'idees qui avait deja ete exprimees dans [IV]: 

• Les racines/trous "immobiles" doivent etre considered comme des artefacts de 
la contruction par I'Ansatz de Bethe, car ils conduisent a des formules pour les 
poids conformes UV qui ne sont pas interpretables. 

• La valeur de M modulo 4 (de M s modulo 2h pour les algebres de rang superieur, 
cf remarque de bas de page numero 2 dans [IV]) influe sur les proprietes des etats 
que l'on obtient par I'Ansatz de Bethe. Elle doit etre choisie par des arguments 
physiques independants. 

• Les Equations de Destri-De Vega ne decrivent pas exactement Sine-Gordon 
(ou Thirring massif). Ce point est bien sur a la base de mes travaux (on part 



du modele NJL deforme). Cependant, du fait que dans [po |, seuls les poids 
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conformes des etats de charge electrique nulle sont calcules explicitement, il 
ne leur est pas possible de conclure que l'on decrit vraiment le modele NJL 
deforme. Remarquons que de toutes fagons, les contraintes qu'ils imposent sur 
l'algebre des operateurs, sont, comme dans [81], trop fortes pour pouvoir trou- 
ver le modele NJL deforme, qui n'apparait pas dans ce cadre du fait du secteur 
U(l) decouple. L'existence de ce secteur U(l) peut pourtant etre devinee sans 
recourir aux BAE nues du modele NJL, par le raisonnement suivant: quand on 
definit l'energie dans Papproche du cone de lumiere, on definit reellement e lLe± 
avec E = M(e + + e~). Quand on prend le logarithme de e iLe± , il apparait 
naturellement une ambigute de 2n/L dans la definition de e ± 1 qui s'interprete 
comme la contribution a l'energie du secteur U(l). C'est d'ailleurs cette contri- 
bution qui permet d'eviter a la regularisation sur reseau de l'approche du cone 
de lumiere le probleme du doublement des fermions. 
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4. Les modeles a principal, de Wess— Zumino— 
Witten et de Kondo. 



Le modele a principal et sa generalisation, le modele de Wess-Zumino-Witten 
(WZW) sont des modeles de theorie des champs a deux dimensions que nous allons 
introduire (section 4.1), avant de le resoudre grace a l'Ansatz de Bethe (section J^.l.f). 
Nous utiliserons la technique des BAE physiques pour deduire le spectre des excitations 
physiques (sections \4-l-<% \4-l-4i) j e t nous ferons quelques calculs thermodynamiques grace 
aux TBA (sections Nous generaliserons en particulier les resultats obtenus 



dans [87] pour le modele de WZW SU (2) niveau l 51 a SU (N) et a un niveau quelconque. 

Le modele de Kondo generalise est un modele de matiere condensee, dont on verra 
dans la section 4.3 qu'on peut le reformuler comme un probleme de theorie quantique 
des champs a 2 dimensions. On pourra alors lui appliquer l'Ansatz de Bethe. II existe 
un lien etroit entre le modele de Kondo et la theorie conforme de WZW (point fixe infra- 
rouge du modele de WZW): on verra que le modele de Kondo se ramene a placer une 
impurete dans une theorie conforme WZW, ou encore a considerer une theorie WZW a 
bord. C'est pourquoi nous traitons ces differents modeles ensemble. Nous reviendrons 
sur une partie du contenu de [III] : TBA, entropie a temperature nulle ( \j . 3. 2j ) ; mais nous 
obtiendrons egalement un certain nombre de resultats non-publies, tels que la structure 
des excitations de basse energie j \j.3. i|) , ainsi qu'une etude complementaire de la thermo- 



dynamique de Kondo ( K .3.3\ ). Tous ces resultats nouveaux confirmeront les hypotheses 
faites dans [III] sur la structure des excitations et sur la nature des differents points fixes 
infra-rouges. Enfin nous etablirons succintement le lien entre l'approche de l'Ansatz de 
Bethe et l'approche de Theorie Conforme du modele de Kondo ( {(.3.4 )', nous montrerons 
comment la premiere implique la seconde (et non 1' inverse). 

4.1. Les modeles a principal et WZW 

Le modele de Wess-Zumino-Witten U(N) [58] est constitue d'un boson <j) vivant 
dans U(N) et dont Taction est: 



A =J^I J d 2 xtT{d li <j>d ft <j>- 1 )+fr (4.1) 



51 Notons que le niveau 1 est un modele tres particulier puisque la structure solitonique y est 
"triviale", en un sens a definir - voir 4-1-4- 
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ou r est le terme topologique de Wess-Zumino; / est necessairement entier. Pour / = 0, 
on retrouve Faction du modele a principal. 

L'action ( fLl~l) est invariante par U(N)l X U(N)r: (p 9^9^ ■ Les equations du 
mouvement expriment la conservation des courants correspondants: 

# = ^ W" 1 + ^W -1 

L'action ( [4.1| ) est renormalisable; le not de groupe de renormalisation est donne par la 
figure Hi]. 
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Fig. 41: Flot de groupe de renormalisation de WZW. Les points fixes infra- rouges 
sont situes sur les deux demi-droites donnees par 1/g = \f/Air\. 

Pour tout /, la theorie est asymptotiquement libre (dans l'UV); au point fixe UV, il y 
a alors 4 courants conserves j L , j R , du fait des symetries chirales. Au contraire, au point 
fixe infra- rouge 1/g 2 = f /4tt (on suppose dorenavant / > 0), on voit que: d^j^ = d + j~ 
et = d-j + (d± = d/dx ± , x A 



x° ± x 1 ), ou j sont les courants chiraux (c'est- 



a-dire que ne depend que de x^) definis par j 



+ 



■ 1 d+<f>, j' 



Si Ton se debarrasse de la composante U(l), il reste deux courants chiraux SU(N) qui 
forment alors deux copies sl(N)j de l'algebre de Kac-Moody $l(N) au niveau /, dont les 
symetries sI(N)l et sI(N)r sont les sous-algebres horizontales. 

4-1.1. Equations d'Ansatz de Bethe 

Les modeles a principal et WZW sont integrables, et on peut done essayer de leur 
appliquer l'Ansatz de Bethe. Formellement, dans tout ce paragraphe, nous considererons 
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le modele a principal comme le cas particulier / = du modele de WZW, et ce bien que 
les proprieties physiques du modele a principal different de celles du modele de WZW, ce 
qui nous obligera a les traiter separement par la suite. 

Nous allons rappeler brievement par quelles methodes les Equations d'Ansatz de 
Bethe peuvent etre obtenues. II y en a deux: 

★ La premiere methode consiste a partir d'Equations d'Ansatz de Bethe nues [88]: 
par des raisonnements un peu heuristiques, on montre que le modele de WZW U (N) 
niveau / doit etre equivalent a un modele fermionique invariant U(N) 52 dans lequel les 
fermions gauches appartiennent a une representation symetrique a Jl boites, les fermions 
droits a une representation symetrique a fn boites, fn — fh = /, fh.fR — > oo. On 
applique alors les techniques exposees aux chapitres [I]-(2|, et on obtient le diagramme de 
BAE nues donne par la figure f|2[ Dans ce chapitre, les diagrammes de BAE ne seront 
dessines que dans le cas SU(2), pour eviter des figures trop volumineuses; les dessins 
SU (N) sont obtenus a partir des dessins SU (2) en plagant plusieurs lignes de noeuds. 



Fig. 42: Dans la limite /l,/_r — ► oo, /a — /i, = / fixe, ce diagramme de BAE 
represente le modele de WZW SU(2) au niveau /. 

L' inconvenient de cette methode tient au fait que seule la symetrie SU(N)r = 
SU(N) existe tant que Jl, /r < oo, la symetrie SU(N)l etant pretendument restauree 
a fh, Sr = °°- 

II a ete objecte a cette methode [89] que Ton n'obtenait pas reellement le Hilbert 
complet du modele de WZW: plus precisement, les auteurs de [89] ont fait un calcul ex- 
plicite (dans le cas / = 0, mais le raisonnement est sans doute generalisable a / > 0) de 
la transformation de l'integrale fonctionnelle du modele fermionique en celle du modele 
a principal, en tenant compte des conditions aux bords pour les deux theories. lis ont 
montre que Ton n'obtenait ainsi que le secteur singlet pour la symetrie SU (N) l du Hilbert 

52 Le modele que nous resolvons par l'Ansatz de Bethe est done reellement une fermionisation 
du modele de WZW U(N), qui, lui-meme, se scinde en un modele de WZW SU (N) et un secteur 
U(l) decouple; cf la discussion du chapitre |3|. 




• • • 
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du modele a principal. Avec les techniques developpees au chapitre |2], nous pouvons a 
present resoudre cette difficulte. Si Ton examine la figure [12], on se rend compte que 
pour < oo, la symetrie SU(N)l n'existe pas mais est remplacee par une symetrie 
U q (sl(N)) avec q = — exp(— z7r/(/x, + 2)). Cependant, comme cela a ete explique au 
2.3.3, cette symetrie est "cachee" au sens ou le Hilbert n'est reellement que le secteur 
singlet de U q (sl(N)). Dans la limite / — > oo, la symetrie de groupe quantique redevient 
une symetrie de groupe standard, mais toujours cachee, et on aboutit bien a la meme 
conclusion que [89] (mais pour tout /). II est meme remarquable que Ton puisse obtenir 
cette conclusion par un raisonnement independant des BAE. En fait, toujours en suivant 
la logique du 2.3.3, on pourrait modifier les conditions de bord pour obtenir toutes les 
"bonnes" representations de U q (sl(N)), mais meme cela serait tout-a-fait insuffisant, car 
le spin par unite de longueur s/L, qui est la quantite physique raisonnable dans la limite 
thermodynamique L — ► oo, resterait nul 55 . 

Comment resoudre ce probleme ? La solution passe par l'observation suivante: meme 
si les solutions des equations a = oo obtenues comme limite des solutions des equations 
a /i < oo sont de spin nul, rien n'empeche les equations a /l = oo d'avoir plus de so- 
lutions ! En fait, plusieurs arguments permettent de se convaincre que les solutions des 
BAE a ft, = oo recouvrent effectivement le Hilbert complet de WZW. Le premier est 
l'evidente isosymetrie SU(N)l <-> SU(N)r qui est restauree a = oo. A toute solution 
de spin SU(N)r arbitraire, on peut, par retournement du diagramme de BAE, faire cor- 
responds une solution de spin SU (N) l arbitraire. Un autre argument est que les BAE 
a /l = oo sont aussi la limite /l — ► oo des BAE non-tronquees U q (sl(N)), puisque seuls 
les noeuds envoyes a l'infini sont modifies par la troncation. 

* Une deuxieme methode pour obtenir les BAE consiste a trouver les matrices S 
physiques par le bootstrap, et d'ecrire alors des BAE physiques directement. Ceci a ete 
effectivement realise pour le champ chiral principal (/ = 0) et pour le modele de WZW 
au niveau / = 1 dans le cas SU{2) [87], et les BAE ainsi obtenues sont effectivement 
equivalentes aux BAE nues de la figure (|2| Le fait que les deux methodes proposees don- 
nent le meme resultat dans les cas, certes tres particuliers, ou elles peuvent toutes deux 
etre appliquees, est un signe encourageant. Pour / > 1, il est difficile de deviner les matri- 
ces S physiques par le bootstrap, et il nous faut faire confiance a la methode des BAE nues. 

Nous allons maintenant ecrire les TBA correspondantes, et analyser brievement com- 
ment elles permettent de retrouver le flot de groupe de renormalisation. 

53 Le probleme se ramenerait alors a une question de non-commutativite des limites Jl^oo 
et L — > oo. 
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4-1.2. TBA, limites ultra-violette et infra-rouge 

Dans la limite d'echelle, et par des methodes identiques a celles utilisees dans [III], 
on obtient les BAE du modele de Wess-Zumino-Witten: 

p) + (C-'r * C jk * ~pl = sin ( JL (^-C + Sjf e<) (4.2) 



VA/ 2T 
et done les TBA: 

log(l + (Vj)' 1 ) ~ (C-'r * C jk * log(l + ril) = sin (^) ^ (^ e- C + 6 jf e<) (4.3) 

i? est une echelle d'energie engendree dynamiquement, caracteristique de la transition du 
point fixe UV vers le point fixe IR. Nous verrons au 4-1-4 Q ue pour / > 0, E s'interprete 
plus precisement comme l'echelle d'energie de l'interaction entre particules gauches et 
droites. 

Nous avons represents sur la figure [|3]les TBA de WZW 577(2), ainsi que les limites 
UV et IR. 



IR 




Fig. 43: TBA du modele de WZW 517(2). 

Dans F ultra- violet, le terme topologique de Wess-Zumino ne peut pas jouer de role, 
et la situation est done identique quel que soit /. II y a alors 4 diagrammes semi-infinis 
qui correspondent a la symetrie SU(N)+ x SU(N)+ x SU(N)~[ x SU(N)~. 

Cherchons a calculer la charge centrale ultra-violette. On rencontre alors une diffi- 
culte: la contribution du diagramme "nu" est une chaine de noeuds infinie aux deux bouts, 
et celle-ci ne figure pas dans la liste (figure 35) des sommes dilogarithmiques. En fait, 
on peut montrer qu'il n'existe pas de solutions aux equations ( |3.10|) (equations verifiees 
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par les valeurs limites) pour le diagramme infini aux deux bouts; le probleme provient du 
fait que les fonctions chirales r/J (£) tendent vers l'infini quand £ — > =Foo; en particulier 
la valeur ?]J(C = 0) diverge quand m/T — > 0, comme je l'ai verifie par des simulations 
numeriques. Pour le calcul de la charge centrale, ce n'est pas un probleme, car on voit que 
la contribution du diagramme est nulle, de sorte que c = N 2 — 1: c'est la charge centrale 
d'un boson libre non-massif vivant dans l'algebre de Lie sl(N). Par contre, le calcul du 
terme suivant dans le developpement de haute temperature de l'energie libre n'est pas 
accessible simplement; on peut seulement conclure qu'il est d'ordre T 2 /log(T/m), mais 
sans pouvoir calculer le coefficient devant ce terme 5 ^. 

La charge centrale c = N 2 — 1 et les corrections logarithmiques sont bien sur 
une consequence de la liberte asymptotique dans F ultra- violet; quand on fait un 
developpement perturbatif de l'energie libre a haute temperature, c'est-a-dire de la fonc- 
tion de partition sur un cylindre tres etroit 55 , on obtient effectivement comme eme 
ordre de la perturbation les bosons libres vivant sur l'algebre de Lie, puis une serie 
en puissance de la constante de couplage renormalisee a l'echelle T. On identifie done 
g(T) ~ l/log(T/m), ce qui est la relation attendue. Notons que le developpement per- 
turbatif brise la symetrie SU(N)l x SU(N)r en son sous-groupe diagonal, la symetrie 
complete etant done restauree au niveau non-perturbatif. 

Passons maintenant a la limite infra-rouge. Pour / > (voir la section 4-1-$ pour le 



cas / = 0), chacune des deux chiralites reproduit le diagramme que Ton avait deja con- 
sidere au \3. 1 . 5| (figure |3Bp : on avait alors calcule la charge centrale, qui vaut c = (N 2 — 



1)// (/+^0> ce Q m es ^ caracteristique d'une symetrie sl(N)j. De plus, il est remarquable 
que la forme des TBA dans l'infra-rouge illustre parfaitement la decomposition du champ 
4>(x + ,x~) au point fixe IR: en effet, les equations du mouvement impliquent alors que 

(f> ij (x + , x~) = g ia (x-)h aj (x + ) (4.4) 

ou i est un indice de SU(N)l, j est un indice de SU(N)r (les symetries SU(N)l et 
SU(N)r sont done bien devenues des symetries chirales, comme indique plus haut), et a 
s'identifie tout naturellement a un indice de U q (sl(N)) avec q = — exp(— iir/(f + N)). 



5 ^ Une situation similaire est etudiee dans [90], pour des TBA plus simples. Malheureuse- 
ment, il est difficile de generaliser le raisonnement de [90] aux TBA plus compliquees du modele 
a principal, afin de pousser plus loin le developpement de F(T), T — » oo. 

55 En fait, le premier ordre de la perturbation est exactement egal a la contribution non- 
perturbative du mode zero par rapport a la direction compactifiee, soit en d'autres termes a 
l'energie libre du modele a 1 dimension. 
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Comme pour le modele NJL anisotrope, dans le modele de WZW avec / > 1, les 

deux chiralites, au point fixe IR, ne sont pas "totalement" decouplees au sens ou elles 

restent couplees par les modes zeros (ainsi la fonction de partition sur un tore, meme 

+ 

fermionisee, ne s'ecrit que comme somme de produits d'un caractere de sl(N)f et d'un 
caractere de sl(N)j). Evidemment, ceci ne peut pas se voir dans les TBA (il faudrait 
des "TBA pour les etats excites" pour voir apparaitre ce couplage), done on peut dire 
que le diagramme IR des TBA associees a chaque chiralite decrit la theorie conforme de 
WZW chirale SU(N) niveau /. 

4-1.3. Spectre et matrices S du modele a principal 

Decrivons maintenant la nature des excitations physiques; on doit separer les cas 
/ = et / > 0, puisque leur physique differe sensiblement. 

Le modele a principal (/ = 0), a la difference du modele de WZW, n'exhibe pas 
de restauration de la symetrie conforme au point fixe IR: il s'agit en effet d'une theorie 
massive, comme on le voit d'apres le second membre E sm(nr/N)8jo cosh£ des TBA. Le 
spectre de masse est done: m r = E sin(7rr / TV) . 

On peut alors obtenir les matrices S des differentes particules, soit par le bootstrap 
[91], soit par la methode des Equations d'Ansatz de Bethe Physiques. 

On trouve qu'il y a A — 1 types de particules: la r eme particule, de masse 
m r = E sm(irr/N), appartient a la r eme representation fondamentale de SU(N) R (tableau 
de Young a une colonne de r boites), et a la (N — r) eme representation fondamentale de 
SU(N)l (representation conjuguee). Pourquoi une telle conjugaison ? Rien dans les BAE 
ne permet de distinguer cette hypothese de celle qui est faite dans [91] et qui consiste a 
choisir la meme representation pour SU(N)l et SU(N)r: en effet, par une redefinition 
evidente {g^ — > 9l) de Taction de SU(N)l, on passe d'une hypothese a l'autre. Cepen- 
dant, des arguments generaux montrent que la premiere hypothese est la bonne; par 
exemple, on remarque que pour le sous-groupe diagonal SU(N) C SU(N)l x SU(N)r, 
le nombre de boites du tableau de Young d'un etat quelconque est necessairement congru 
a modulo A, ce qui est le cas avec la premiere hypothese mais pas avec la seconde. 
Ainsi, la dualite gauche/droite SU(N)l <-> SU(N)r echange particules et anti-particules. 

Les matrices S sont donnees par: 

sqr{c) = s« r (0R q L r (()R q R(0 
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avec des notations evidentes. Le facteur scalaire qui donne la diffusion de plus haut poids, 
obtenu par comparaison entre les BAE nues et les BAE physiques, vaut, conformement 
aux methodes generates du |2.5| : 



S qr (() = exp 



+00 



sin(cuC) 



sinh 


nu(l — q/N) \ sinh 


%ujr/N\ 


sinh 


nuj 





-2i / dco — I 2 1 * 1 '- — L - 5 qi 



(4.5) 



qui n'est autre que la limite quand / — > 00 de (2.58) (( = 2nX/N). 

4.1.4- Les excitations du modele de WZW 

Du fait de l'absence de mass gap, la notion de particule est un peu ambigu dans une 
theorie non-massive. De plus, la diffusion de deux particules de meme chiralite (allant 
done a la vitesse de la lumiere dans la meme direction) parait denuee de signification 
physique. Cependant, dans le cadre des modeles integrables, on peut donner un sens a 
de tels concepts (voir par exemple l'introduction de [92]). Ainsi, a partir de l'Ansatz 
de Bethe, et par analogie avec le cas massif, il est naturel de considerer que les noeuds 
hachures des BAE physiques correspondent a des excitations non-massives qui diffusent 
avec des matrices S que nous allons maintenant calculer. 

D'apres le diagramme des BAE physiques, nous conjecturons la structure suiv- 
ante des excitations: tout d'abord, les particules gauches (resp. droites) de type r 
(1 < r < N — 1) appartiennent a la r eme representation fondamentale de SU(N)l (resp. 
SU(N)r). Ensuite, les noeuds compris entre les deux noeuds hachures (1 < j < f — 1) 
suggerent d'introduire une symetrie U q (sl(N)), avec q = — exp(— m/{f + N)). Si Ton 
poursuit dans cette logique, on doit alors effectuer un choix arbitraire: supposons que 
les particules gauches de type r (qui sont reliees aux noeuds j = 1) appartiennent a la 
r eme re p f onc i ameri t a le de U q (si(N)); les particules droites (qui sont reliees aux noeuds 
j = f — 1) sont alors au contraire dans la rep rx(/-l) (tableau de Young rectangulaire) . 
Nous aurions pu faire le choix inverse; dans tous les cas, les particules gauche et droite 
ne jouent pas des roles symetriques, mais cette dissymetrie n'est qu'apparente, comme 
nous allons le voir plus loin. 

Le Hilbert complet de la theorie est finalement construit comme un espace de Fock 
tronque vis-a-vis de la symetrie U q (sl(N)). Les particules gauches diffusent entre elles 
avec une matrice S 

S q LL(0=S q LL(C)R q L(C)R fqr (0 

oil on a utilise les notations habituelles, et ( = \og(E\/ E2) — ofl r est (a une constante 
a qr = logsin(7rq , /A^) — logsin(7rr/AQ pres) le logarithme du rapport des energies des deux 
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particules. II est important de remarquer que la rapidite ( ne depend d'aucune echelle 
d'energie; en particulier dans la limite IR ou les chiralites se decouplent, les expressions 
que nous allons trouver pour les matrices S doivent rester valables. On a une formule 
strictement analogue pour S RR ((). Enfin, la matrice S entre particules de chiralites 
differ entes est de la forme: 

ou R lqr est la matrice R de U q (sl(N) entre les representations qxl et rx (/— 1). Cette fois 
£ = log(i?ii?2 / ' E 2 ) —a qr , done A depend de l'echelle d'energie engendree dynamiquement 
E. 

Ensuite, la comparaison entre BAE physiques et BAE nues nous donne de maniere 
standard les facteurs scalaires: S^ L est donne par (|2.58|) , ce qui etait evident puisque 



dans la limite infra-rouge, chaque chiralite prise separement reproduit le modele fusionne 



du \2.4-3i , quant a S q L r R , il est donne par: (q > r) 

£ qr (n _ ( . f + °° sin(wC) sinh(7rw(l/A^ + 1)) sinh(7rw(l - q/N)) sinh(7rwr/A0 \ 
^Li?(0-exp^z^ sinh(7rw(//A^ + l)) sinh(7rw/A0 sinh(Trw) ) 

(4.6) 

Enfin, on peut calculer S RR (C), mais nous ne le donnerons pas explicitement, car 
Srr n'a pas de signification physique pour nous: en effet, apres la troncation de groupe 
quantique, il est impossible de faire diffuser deux particules de spin (/ — l)/2 dans la 
representation de plus haut poids. 

Le fait qu'on puisse definir un dephasage Sll qui ait un sens physique, tandis que 
Sua en est denue peut paraitre surprenant, mais il est du a la maniere asymetrique dont 
nous avons traite les particules gauche et droite. Pour faire disparaitre cette asymetrie, 
il faut passer a la formulation solitonique des matrices S. Nous ne traiterons en detail 
que le cas N = 2. 

Tout d'abord, pour = 2, on sait (cf Eq. (2.48)) que la matrice Sll est exactement 
donnee par le produit tensoriel de la matrice 



s(0 = R(C) 



r(i + i&)ru-»£ 



de y(st(2)), et de la matrice S solitonique (2.32) (avec A = C/ 71 ")- 

Ensuite, on constate que la symetrie des Clebsch-Gordan: s £g> f(s') = (p(s <8> s') 
ou tp(s) = f /2 — s, se repercute au niveau des matrices S (2.32), puisque celles-ci sont 
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invariantes par s — > f(s). II est alors possible de faire la transformation suivante: plutot 
que de considerer les particules droites comme ayant un spin (/ — l)/2, on les prend de 
spin 1/2 comme les particules gaudies, en effectuant la transformation tp apres chaque 
transition associee a une particule droite. On calcule sans difficulte la matrice Srr soli- 
tonique dans cette nouvelle base, et on la trouve egale a Sll (Eq. (2.32)), avec le meme 
prefacteur scalaire Sll- La symetrie est done retablie. 

On peut alors effectuer la meme transformation a Slr (figure [£|). 



f/2-s 



f/2-s-l/2 




s+1/2 



s+1/2 



s+1/2 




f/2-s+l/2 



f/2-s 




s+1/2 




s-1/2 



s-1/2 s-1/2 

Fig. 44: Etats constitues d'une particule gauche et d'une particule droite. 



Notons que le facteur scalaire (4.6) s'identifie alors au dephasage de la diffusion de 
spin 0, et non de spin 1 (on peut par exemple le voir sur la figure [14], diagramme b, s = 0). 
Reprenant un instant la parametrisation £ = 7rA, on trouve le resultat: 



S(a - 
S{b 



S{d- 
S(c 
5(6 
S(c 



d) 

b) 
b) 
c) 



cosh(7(A — i)) 
cosh(7(A + i)) 



Slr(X) 



L2g + 2j 1 / 2 [2gJ 1 / 2 cosh(7A) 
[2s + 1J cosh(7(A + i)) 
1 cosh(7(A + z(2s + l))) 



[2s + lJ cosh(7(A + z)) 
1 cosh(7(A-z(2s + l))) 



S L r{\) 
Slr(X) 



(4.7) 



[2s + lJ cosh(7(A + z)) 



Slr(X) 



avec 7 = 7r/(/+ 2). Ceci s'avere etre essentiellement identique a la matrice Slr conjec- 
turee dans [37] 56 , ce qui est normal puisque nous avons vu au |2.5| que les matrices S, 



56 



Dans les notations de g7J, Slr(() = Z(Q cosh(C + in)/(f + 2). 
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pour N = 2, se factorisent exactement en matrices S associees aux differentes symetries, 
et la matrice Slr ne fait intervenir que la symetrie U q (sl(2)) commune aux deux modeles. 

Revenons a N quelconque, et discutons enfin du cas / = 1. Dans ce cas-la, la struc- 
ture solitonique est triviale, au sens ou, pour une quelconque diffusion (LL, LR, RR), il n'y 
a qu'une transition possible: on peut done oublier entierement la structure solitonique. 
En particulier, la matrice Slr est une simple phase, donnee par ((Of) avec / = 1. 



4-1.5. Calculs en champ magnetique 

Nous allons presenter ici des calculs exacts du modele de Wess-Zumino-Witten place 
en champ magnetique a temperature nulle. Ces resultats seront d'un grand interet pour 
nous puisqu'on verra dans la section 4.3 qu'ils s'appliquent directement au modele de 
Kondo. 

Expliquons tout d'abord ce qu'il advient des TBA (4.3) dans la limite T — > 0, a 
champ magnetique B fixe. L'idee generale est que si l'on pose rjj = e 6 ?' , alors on a 
~ 5 > T, de sorte que log(l ~ if max(e^, 0) et log(l + (^J) -1 ) ~ if max(— e^, 0). 

Supposons done que nous avons place un champ magnetique B pour la symetrie 
SU(N)r. Comme il est explique dans [III.3.4], le champ BaJV-l composantes, et nous 
nous restreindrons au cas oil les composantes b r (dans la meme parametrisation qu'au 
[III. 3. 4]) sont de la forme: V oc sin(7rr/iV). Physiquement, il est clair que la presence 
de B favorise l'apparition de particules physiques droites [B joue le role de potentiel 
chimique positif pour celles-ci), mais defavorise au contraire l'apparition d'excitations 
isotopiques SU(N)r qui tendent a reduire le spin SU(N)r (B joue le role de potentiel 
chimique negatif pour celles-ci). Quant aux excitations isotopiques U q (sl(N)), et aux 
particules gauches, elles ne sont pas affectees par B, et ces dernieres doivent done se 
trouver dans l'etat du vide. Par consequent, on est conduit aux conjectures suivantes 
pour les fonctions e^: 

'4(C)>0 j*0, f 
e r (0 < 

>o c<Co 
e/(C) <o C>Co 

On a introduit le parametre (o, qui est la limite entre la zone d'energie dans laquelle des 
particules droites sont excitees (C < Co) et la zone d'energie qui reste vide de particules 

(OCo). 

Du fait que le second membre des TBA est proportionnel au vecteur de Perron- 
Frobenius de la matrice d'adjacence du diagramme A^-i'- sm(nr/N), on peut projeter 
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toutes les equations sur celui-ci. On pose done: £/(C) = sin(7rr/iV)(e + (C) + e~(()), avec 
e + (() > et e~(£) < de supports disjoints, et apres quelques manipulations, les TBA 
a T — > se recrivent: 

e~ +K *€+ = -^e c + b (4.8) 

ou b r = 6(1 — cos(7r/iV)) sin(7rr/iV), et K est le noyau de convolution donne en trans- 
formee de Fourier par rapport a ( 57 : 

sinh(7ro;/Ar) e f^H/N 
° {UJ} ~ cosh(nuj/N) - cos(n/N) 2smh(fnuj/N) { > 

Par un decalage ( — > C~ Co, on peut supposer que e~ est non nul sur [— oo, 0] et que e + 
est non nul sur [0, +oo]. Finalement, on agit avec l'operateur differentiel l—d/d( sur (4.8): 

u + K*e + = b (4.10) 

ou u = (l — d/d()e~ : K(u) = (l + i<jj)K (oj), et on est ramene a un classique probleme de 
Wiener-Hopf. La solution passe par l'introduction de deux fonctions K ± (uj) holomorphes 
dans le demi-plan ±Imw < 0, telles que K(u) = K + {uj) / K~ (uj); explicitement, 

( 1 %rV r(i + f) 

P (-i _ l+iu> \ -n \ p /i _ iuf \ 

K - {(j) -i = a -i L [1 ™ )L [ ™ \ l V N Ze^'o S (-^°)) e -^ 

r(i-f) 

Les fonctions et K~ ont ete choisies de telle sorte que lorsque \u\ — > oo, i^ + (o;) ~ 
|w| 3 / 2 et ~ l^l 1 / 2 . On prend de plus a = T(l - 1/2N)T(1/2N), de fagon que 

K~{uj = 0) = 1. On a alors les solutions de (4.10): 

v ' u + iO 
e^iui) = —ib 

En reintegrant, on obtient e~ a partir de -u, d'ou finalement en calculant l'asymptotique 
de e~ quand £ — > +oo (qui est directement reliee a K~ (u = z)), ( en fonction du champ 
6 (et de £): 

C = log( — ) +log— , 2iV - ; - + logr( 1 + — ] - — (log— -1 ] (4.11) 

S0 \E J & T(1-1/2N)T(1/2N) & \ NJ N\ & N J y 1 



57 Rappelons que par rapport aux conventions du chapitre 1, nous avons change l'echelle des 
rapidites; done de meme, en transformed de Fourier, k = ttu/N. 
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Nous verrons la signification physique du parametre Co quand nous appliquerons ces for- 
mules au modele de Kondo (section \4-3.,% . De fait, nous n'irons pas plus loin dans nos 



calculs (bien que la donnee des fonctions e + et e~ permette de calculer les quantites ther- 
modynamiques physiquement interessantes du modele de WZW), car nous analyserons 
ces formules dans la limite iV — > oo uniquement (cf section suivante), et en relation avec 
le modele de Kondo. 

Remarque: apres avoir redige cette section de ma these, j'ai pris connaissance de Particle 
|93|1 , qui effectue un calcul en champ magnetique assez similaire (quoique different) pour 



une chaine de spins dont le point fixe infra-rouge est la theorie conforme de WZW. 

4.2. Limite de grand iV des TBA 

Avant d'aborder le modele de Kondo, nous allons faire quelques remarques concer- 
nant la limite de grand N des equations de TBA SU(N). Celles-ci s'appliquent a tous 
les modeles integrables relativistes invariants SU(N); nous nous interesserons tout par- 
ticulierement a WZW SU(N) niveau /, pour lequel nous prendrons la limite iV — > oo, 
u = f/N fixe. 

Partons des TBA generates SU(N) (cf Eq. (3.19)): 

log(l + (77J)" 1 ) - (C~ l ) qr * C jk * log(l + r)l) = sin(7rr/iV)(a+e +c + aje~ c ) (4.12) 

Prolongeons analytiquement les fonctions ??J(C) dans la bande |Im£| < n/N, et 
definissons les operateurs C qr et Cjk comme dans [III. 3. 3], qui sont tels que C qr *s = C qr 
et Cjk * s = Cjk- En appliquant C qr a (4.12), on obtient: 

C qr * log(l + (r?;)" 1 ) - Cjk * log(l +4) = (4.13) 

Ces equations ne contiennent plus le second membre, annihile par C qr ; elles doivent done 
etre suppleees par des conditions aux bords qui fixent le second membre de (4.12). 

Dans la limite iV — > oo, on introduit des indices continus x = nj/N et y = nr/N 
(0 < y < tt). On voit alors facilement que les operateurs C qr et Cjk, qui etaient 
des operateurs de differences discretes, deviennent dans cette limite des operateurs 
differentiels du type de Laplace: 

d 2 





( d 2 


N 2 


Kdy 




( d 2 


N 2 
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C qr ~ h 

N 2 \dy 2 

c %2 ( d " + 



d( 2 

d( 2 



L'equation ( |4. 13| ) devient done une equation aux derivees partielles a trois variables pour 
la fonction r](x,y,(): 

/ f) 2 f) 2 \ f Fl 2 f) 2 \ 

W + 5?) 10S(1 + " ] " (a? + 5?) ' og(1 + *" = ° (414) 

Cette equation aux derivees partielles est integrable au sens des systemes integrables 
classiques, e'est-a-dire qu'on peut l'ecrire comme une condition de courbure nulle; mal- 
heureusement, il est difficile d'en ecrire des solutions explicites, et encore moins des 
solutions qui puissent avoir le bon comportement asymptotique pour les TBA. Or, toute 
la physique des differents modeles integrables est contenue dans ces conditions aux bords. 
Signalons aussi que la validite des equations (4.14) n'est pas prouvee, car - a part pour 
les valeurs limites rj(^ = ±00) que l'on sait calculer explicitement et dont on voit qu'elles 
ont une limite reguliere a iV = 00 en termes des variables x et y - rien ne nous dit que les 
fonctions r\ ne verifient pas une loi d'echelle compliquee en fonction de N, eventuellement 
dependante de x, y et (. 

On peut tout de meme se servir de l'equation ( [4.14| ) dans la limite T — > 0, pour faire 
une etude en champ magnetique et a temperature nulle. Ainsi, les resultats de [94] sur le 
modele a principal a grand N peuvent etre retrouves de maniere elementaire a partir de 
( [4. 14j ) . De maniere similaire, on peut obtenir les resultats de la section [^.j.^ directement 
a iV grand: on part de ( |4.14| ), qui se recrit aT->0: 



* + ^ £ - + r|l + |l )£+ = o (4.15) 



Qy2 d( 2 J \dx 2 d( 

On impose la condition: e~(x,y,Q = $( x ~ 7ru ) e ~ (yX) 58 - Ceci ramene le probleme a 
la recherche d'une fonction de Green (par rapport a x et Q qui s'annule en x = 0. Pas- 
sant en double Fourier par rapport a ( (variable conjuguee u) et y (variable conjuguee - 
entiere - I), la solution est: 

K (u) = — -j (4.16) 

Finalement, on se restreint au mode de Perron-Frobenius, ce qui revient a poser / = 1 
dans (4.16). On verifie alors que (4.16) est bien le noyau limite de (4.9) k N = 00. La 



58 Remarquons que e (x = v) n'est pas definie du fait de la fonction 5; ceci provient a TV" fini 
d'une divergence des echelles-types de e~ et e + : on a en effet: e~ ~ Ne + . 
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suite du calcul est identique a ce que nous avons fait a iV < oo, mais les expressions sont 
nettement plus simples; ainsi, e + = e + (x = tvu) vaut 

ou Ton a redefini le champ magnetique: B = nb/N. Les fonctions V supplementaires a 
N < oo ne font que creer un developpement regulier en 1/N autour de A^ = oo. Ainsi, ces 
formules explicites permettent d'affirmer que les phenomenes physiques qualitatifs sont 
entierement captures par la limite N — ► oo, et ne dependent que du rapport v = f /N, ce 
qui constitue une justification de cette hypothese, utilisee par exemple dans [95]. 




Fig. 45: Courbe de t + {Q/B a N = oo, v — 1/2. Notons la singularite en racine 
carree a ( = qui n'existe qu'a N = oo (a N < oo elle est en puissance 3/2), due 
a la divergence des echelles: cT ~ A^e + . 



4.3. Le modele de Kondo generalise 

Le modele de Kondo decrit l'interaction entre des impuretes magnetiques en faible 
concentration dans un metal et les electrons de conduction. A basse temperature, on 
explore le voisinage du point fixe infra-rouge de la theorie, qui s'avere etre dans une 
region de couplage fort: la physique y est non-triviale, et est dominee par un phenomene 
d' ecrantage des impuretes par les electrons, de sorte que les impuretes voient leur spin 
effectif diminue. Le lecteur est renvoye a [96] et a l'introduction de [III] pour plus de 
details et pour les references historiques. Ici, notre objectif est d'effectuer une etude (par 
l'Ansatz de Bethe) du modele de Kondo complementaire de celle de [III], et qui utilise 
les resultats de la section [4.1| (en particulier du U-l-4) sur le modele de WZW. 
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Dans le modele de Kondo usuel, on part d'impuretes de spin s, qui interagissent avec 
les electrons (de spin 1/2) par un couplage spin-spin antiferromagnetique. Comme les 
impuretes sont en faible concentration, on peut supposer qu'il n'y a qu'une impurete. On 
se place en coordonnees radiales autour de ladite impurete, et on ne garde que les modes 
radiaux. On est alors ramene a un probleme a 1 + 1 dimensions, avec la coordonnee 
spatiale sur une demi-droite: x > 0. Plutot que de se restreindre a cette demi-droite, on 
peut identifier les electrons entrants avec des particules "droites" a x < 0, tandis que les 
electrons sortants sont aussi des particules "droites" avec x > 0. On est done ramene 
a un probleme avec — oo < x < +oo, une seule chiralite d'electrons, et une impurete 
localisee en x = 0. Essentiellement, les electrons arrivent de x = — oo, interagissent avec 
l'impurete pour x ~ 0, puis repartent vers x = +oo. Cependant, le modele de Kondo 
reste un modele de theorie des champs (et non de mecanique quantique), car l'impurete 
induit des correlations non-triviales entre les electrons successifs qui diffusent sur elle. 

Dans le modele de Kondo multi-canal, il y a plusieurs bandes de conduction, de 
sorte que Ton peut attribuer un nombre quantique supplementaire (la "saveur") 59 aux 
electrons. On suppose pour simplifier que toutes les saveurs interagissent identiquement 
avec l'impurete: s'il y a / saveurs, le modele est alors invariant SU(2) x SU( f). 

Enfin, dans le modele de Kondo generalise, on remplace le groupe SU(2), qui provient 
originellement du spin a 3 dimensions, par le groupe SU(N); le modele resultant est 
aussi appele modele de Coqblin-Schrieffer. On obtient finalement un modele invariant 
SU (N) x SU (/), avec des electrons dans une representation fondamentale de SU (N) 60 , et 
une impurete que Ton prendra dans une representation de tableau de Young rectangulaire 
n x / vis-a-vis de SU(N). 

Le Hamiltonien du modele de Kondo generalise est donne au [III. 1.1] (avec une 
procedure de cutoff precise de fagon a permettre la fusion dynamique), et diagonalise 
grace a PAnsatz de Bethe emboite. Ici, nous nous contenterons de quelques commen- 
taires generaux qui eclairent la construction qui est faite. 

Retirons provisoirement l'impurete du systeme. Les electrons sont alors des fermions 
libres U(Nf) : qui constituent la fermionisation du modele de WZW U(Nf) niveau 1. 

59 On peut egalement interpreter la saveur comme le nombre quantique orbital m, si Ton tient 
compte d'orbitales plus elevees (le nombre de saveurs est alors egal a 21 + 1). 

60 Comme precedemment, le choix de la representation fondamentale ne change rien a la 
physique (la taille verticale du tableau de Young ne fait que changer d'un facteur numerique 
l'energie dynamiquement engendree). 
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Comme l'interaction avec l'impurete va briser U(Nf) en £7(1) x SU(N) x SU(f) (la 
charge, le spin et la saveur), nous sommes amenes a considerer les electrons du point de 
vue de cette symetrie restreinte. Comme d'habitude, nous ne nous interesserons pas a la 
symetrie U(l), qui sera reliee a un secteur de charge decouple. Pour ce qui est de SU (TV), 
on voit que les courants associes forment une representation de niveau / de l'algebre de 
Kac-Moody sl(N); en effet, chaque saveur contribue pour 1 au niveau, et il y a / saveurs. 
De maniere analogue, on a une representation de niveau N de l'algebre sl(f). Ceci nous 
conduit naturellement a l'hypothese suivante: le Hilbert des electrons se decompose na- 
turellement en trois secteurs, le secteur de charge, le secteur de spin qui est un WZW 
chiral SU(N) niveau /, et le secteur de saveur qui est un WZW chiral SU(f) niveau /. 
Cette hypothese est justifiee par le fait qu'il y a un "plongement conforme" (les tenseurs 
energie-impulsion des trois secteurs reconstituent le tenseur energie-impulsion complet), 
resume par l'egalite des charges centrales 

Bien sur, cette hypothese neglige toutes les subtilites reliees aux "modes zeros". 
De fait, par une analyse plus detaillee [97], on montre que la fonction de partition (sur 
un tore) des fermions libres U(Nf) se decompose comme somme de produits d'un car- 
actere de u(l), d'un caractere de sl(N) ^ et d'un caractere de sl(f) N , avec des coefficients 
determines dans [97]. Ces coefficients couplent les differents secteurs, ce qui est normal 
puisque la notion de 'WZW chiral" est quelque peu ambigu (cf remarque similaire a la 
fin du gmp . 



Les trois secteurs apparaissent naturellement dans la description de 1' Ansatz de Bethe 
sous la forme de trois jeux de rapidites A J? u a , A Q (Eq. (III. 1.16)). Si Ton reintroduit 
maintenant l'impurete, rien n'est change dans l'analyse precedente, si ce n'est qu'il y a 
maintenant un secteur en interaction (qui n'est done plus conforme): le secteur de spin, 
du fait du couplage spin-spin entre electrons et impurete. On peut done se placer dans 
l'etat du vide des deux autres secteurs, et on aboutit a des BAE effectives pour le secteur 



de spin (Eq. (III. 1.19)), representees par la figure ^6 
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Fig. 46: BAE nues du modele de Kondo. 

On remarque que si Ton retire la contribution de l'impurete, ces equations ont exacte- 
ment la structure de celles du modele de WZW chiral SU(N) niveau /, ce qui est conforme 
a la discussion ci-dessus. En particulier, le fait que Ton aboutisse a des BAE fusionnees 
provient de la fusion dynamique des electrons en des composites dans des representations 
superieures (de largeur du tableau de Young egale a /). Le nombres d'electrons originels 
n'etant pas necessairement multiple de /, on peut supposer que quelques electrons fusion- 
nent partiellement et assurent des conditions aux bords libres pour le nombre quantique 
U q (sl(N)) (cf section 2.3.3). 

La suite de Particle [III] consiste a etudier l'etat fondamental, puis la thermody- 
namique du modele via les TBA: apres etre passe a la limite d'echelle, qui, dans le modele 
de Kondo, s'interprete comme l'envoi de la profondeur de la mer de Fermi a l'infini, on 
aboutit aux TBA que nous ecrirons sous la forme: 

log(l + (V-)- 1 ) - (C-'r * C jk * log(l + 4) = 8jf ^$ ^* C (4-17) 

et qui s'averent etre identiques aux TBA de la theorie conforme WZW SU(N) niveau / 
(figure 36), du fait que l'impurete ne contribue pas a l'energie (a part a travers le champ 
magnetique). Cependant, on a tout de meme une echelle engendree dynamiquement: 
meme si on peut absorber l'echelle Tk du second membre par un decalage des rapidites 
(cf Eq. (III.3.8)), celle-ci reapparait dans l'expression de l'energie libre (Eq. (III. 3. 10)). 
Sans decalage des rapidites, l'echelle Tk (temperature de Kondo) apparait explicitement 
dans les TBA (|4.17|) ; par contre, elle n'apparait plus dans l'energie libre d'une impurete 
habillee par son interaction avec les electrons, obtenue en soustrayant a l'energie libre 
totale l'energie libre des electrons en l'absence d'impuretes (et en divisant par le nombre 
d'impuretes): 

FT = —T j d( (C^ntC) log(l + 4(0) (4-18) 
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Plutot que de continuer dans la meme voie que [III] - deduire des TBA les equations 
de fusion modifiees, puis les comportements a haute et basse temperature des quantites 
thermodynamiques - nous allons reprendre les BAE nues de la figure 46, et montrer leur 
equivalence, dans la limite d'echelle, avec des BAE physiques appropriees. Ceci nous 
permettra de decrire le Hilbert de basse energie, les excitations physiques, etc. 

4-3.1. BAE physiques et spectre des excitations dans Kondo 

Les BAE physiques du modele de Kondo contredisent la regie generale admise jusqu'a 
present, selon laquelle le diagramme des TBA et celui des BAE physiques sont identiques: 
en effet, bien que les TBA du modele de Kondo soient les memes que celles de WZW, 
les BAE physiques, elles, en sont distinctes puisque l'impurete y apparait explicitement 
(figure 47). 




• • • 
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Fig. 47: BAE physiques du modele de Kondo. 
Ceci correspond aux equations suivantes, qui ne sont qu'une recriture des BAE nues: 
(C-'r * C jk * pi + $ = %^f^^eC + 5 jlD ^(C-r n * s(C) (4.19) 

On a reintroduit dans (4.19) une densite lineique finie d'impuretes L> imp , pour eviter 
d'ecrire une equation qui melange differents ordres de 1/L (L taille du systeme). Ceci n'a 
pas d'importance particuliere puisque Ton suppose toujours que la densite d'impuretes 
est suffisamment faible pour qu'elles ne se "voient" pas les unes les autres. 

Evidemment, les excitations physiques correspondant au noeud / sont les particules 
habituelles du modele de WZW chiral (cf \4- J -4 ); c'est-a-dire des particules "droites" de 
type 1 < r < N — 1, determinees par une rapidite ( (p = E oc e^), et possedant deux 
nombres quantiques: SU(N) et U q (sl(N)) tronque (on parlera aussi, suivant [III], de 
nombre quantique SU q (N) pour ce dernier), avec q = — exp(— in/(f + N)). Les matrices 
S de diffusion sont celles qui ont ete donnees au \2.4-3j (Eq. ( |2.58| )). 

II reste a se preoccuper des impuretes: chaque impurete habillee (comme nous le 
verrons, cette distinction est importante, car l'impurete est en general ecrantee par les 
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electrons) doit etre consideree comme un "obstacle" fixe sur lequel diffusent les excita- 
tions physiques. Dans le cas N = 2, c'est-a-dire celui du modele de Kondo usuel, les 
matrices S de diffusion sur l'impurete ont ete trouvees dans [98]; cependant elles n'ont 
pas ete demontrees par les BAE physiques, comme nous le faisons maintenant 6i . On 
distingue trois cas de figures: 
• f < I (sous-ecrantage): 

Sur le diagramme des BAE, cela signifie que le noeud associe aux impuretes est dans 
la partie droite du diagramme (par rapport aux noeuds /). Chaque impurete habillee 
constitue done un spin SU (N), dans la representation n x (l — f): par rapport a l'impurete 
nue qui etait un spin n x /, on voit que toutes les saveurs d'electrons ont ecrante l'impurete 
de maniere a diminuer son spin autant que possible. 

Les excitations physiques diffusent sur l'impurete avec une matrice S(() (l'impurete 
a par definition une rapidite nulle) qui est proportionnelle a la matrice R de sl(N) dans les 
representations de l'impurete et de l'excitation. Le facteur de proportionnalite constitue 
le dephasage de plus haut poids, qui est donne par: 

o,/inw n = exD ( f + °° du e-C sinhC^Cl-r/^jsinhCWJV) (t _ nkM/Ar ,\ 
\J-oo iv + iO sinh(7rw)sinh(7ra;/iV) J 

(4.20) 

(ou nous avons suppose r > n; sinon, il faut echanger r et n). Comme nos equations ne 
nous donnent S qu'a une constante pres, nous avons defini Si de sorte que S(( = +oo) = 
f , ce qui est naturel d'apres la liberte asymptotique UV. 

Examinons alors le dephasage 4> = \ logS' r / imp a petite energie eoce^: 

e ^o n(N-r) a 

N \og{e/T K ) 

On trouve les corrections en f / log qui sont le signe de la liberte asymptotique fR. 



61 D'ailleurs, dans le cas surecrante, le facteur scalaire de la matrice S (Eq. (4.22)) differe de 
celui propose dans [98]. 
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• / = I (ecrantage): 

Les impuretes sont totalement ecrantees, done leur spin residuel est nul. La diffusion 
sur I'impurete est done une phase pure, donnee par ( |4.20|) avec / = I. Expiicitement, 
pour n = 1, on trouve 

~ /■ , s /ArSinh h(C — iitr/N) 

gr/imp/f \ _ iirr/N 2 / > 2\) 

1 ; sinh|(C + i7rr/7V) V ' 1 

Pour n > 1, on obtient un produit fini de termes du type de (4.21). Le developpement a 
basse energie est un developpement en puissances entieres de e: 

• / > I (sur- ecrantage): 

C'est le cas de figure interessant, ou la symetrie de groupe quantique joue un role 
important; en effet, du fait que le noeud correspondant aux impuretes est dans la partie 
gauche du diagramme, on trouve que I'impurete est un spin SU q (N) (et non un spin 
SU(N); I'impurete est done totalement ecrantee au sens ou le spin residuel est nul) dans 
la representation n X (/ — I) 62 . La matrice S de diffusion avec les excitations physiques 
est done celle de U q (sl(N)), avec un facteur scalaire que Ton deduit des BAE: 

or/imp rn _ ( [ + °° A e^ C sinh(7ra;(l - r/N)) sinh^un/N) sjnh(mjg/iV + 1)) \ 
(Q - exp \^J ^ duJ UJ + iQ S i n h(7ru;) sinh(7ro;/iV) sinh(7ra;(//iV + 1)) J 

(4.22) 

d'ou finalement le developpement a basse energie: 

, 0o n(N-r) l + N , / e \ N/{f+N) 

- ATI -+- *V I 



Vy> N f + N J \T K J 

On trouve la meme categorisation que pour les calculs thermodynamiques de [III. 4. 2]. 
On obtient en particulier l'exposant critique dans le regime sur-ecrante: A — 1 = 
N/ (N + f), et on identifie en theorie conforme A avec la dimension de l'operateur pertur- 
bant O = j-i ■ $ a d, ou j est le courant SU (N) et $ a a est l'operateur primaire de sl(N) / 
associe a la representation adjointe. On remarque que dans le developpement (III. 4. 14) 
apparaissent des termes en T/Tk et en (T/7V) 2( ' A_1 ' ) (et non (T/2V) A_1 ), d'ou une 



62 II faut souligner que nous avons fait un choix different de celui de l'article [III], dans lequel 
I'impurete est consideree comme ayant une representation (N — n) x I, mais ceci est en fait 
purement conventionnel. 
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competition entre ces deux termes, et une subdivision supplementaire entre f < N et 
f > N. Ceci suggere que lorsqu'on effectue le developpement perturbatif de la fonction 
de partition en la constante de couplage g associee a l'operateur O, il ne demarre qu'en 
g 2 ; on peut effectivement s'en convaincre par des arguments de theorie conforme 65 . 

Concluons par une remarque sur le comportement dit de "non liquide de Fermi" (Non 
Fermi Liquid, NFL) qui est cense etre present dans le modele de Kondo sur-ecrante. On 
observe que dans le regime sur-ecrante et seulement dans celui-ci, l'impurete est un spin 
de SU q (N) : et done il est raisonnable de considerer que le comportement NFL est di- 
rectement lie a la symetrie de groupe quantique sous-jacente. L'impurete est alors le 
facteur "declenchant" qui met en lumiere la symetrie SU q (N) du secteur de spin des 
electrons. Nous definirons plus precisement ce que Ton entend par "declenchant" au 
4.3.4 (paragraphe theorie conforme avec bord et groupes quantiques). 

4-3.2. TBA et interpretation de Ventropie a temperature nulle 

Nous allons dans cette section revenir sur Panalyse faite au [III. 5] de l'entropie de 
l'impurete a temperature nulle, et la justifier plus en detail. 

La base de ce raisonnement est le principe selon lequel aussi bien les impuretes du 
systeme que les excitations physiques sont des "solitons" en un sens tres general, e'est-a- 
dire qu'un tel soliton fait transiter le systeme d'un "vide" initial vers un "vide" final, car- 
acterise par un certain jeu de nombres quantiques. Chaque soliton est alors represents par 
une certaine matrice d'adjacence; notre seule hypothese sera que ces matrices d'adjacence 
commutent. 

Ce formalisme s'applique naturellement aux impuretes, car elles n'ont qu'un nombre 
quantique: SU(N) dans le cas sous-ecrante, SU q (N) dans le cas sur-ecrante (elles ont 
une rapidite fixe qui vaut 0). Done leurs matrices d'adjacence sont precisement celles qui 
sont associees a la theorie de la representation de ces deux groupes (quantiques). Nous 
noterons A cette matrice d'adjacence. 

Considerons alors un etat du systeme caracterise par des nombres iVj de solitons de 
type i correspondant aux excitations physiques (i = 1 . . .p), et iV impuretes (habillees), et 
cherchons quel est le nombre d'etats accessibles au systeme. L'expression la plus generale 
que Ton obtient est: 

n=J2dR,R>(A^...A^A N ) RR , 

R,R' 

63 Je remercie O. Parcollet de m'avoir explique ce point. 
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oil R et R' parcourent tous les "vides", et les cIr ; r' sont des coefficients qui decrivent 
combien d'etats correspondent a une transition totale du vide R au vide R'. 

Prenons un exemple concret: supposons que R soit une "bonne" representation 
du groupe quantique U q (sl(N)), de sorte que fa structure solitonique qu'on a introduit 
ici s'identifie a celle que Ton a considered dans la section 2.2.3. Alors, si U q ($l(N)) 
est une vraie symetrie de la theorie (comme dans le modele NJL anisotrope), on aura: 
d>R,R' — 3r® dimi?'. Par contre, si la symetrie est cachee, alors on aura: d^Ri = 5r0<5r'0. 
Cependant, on verra dans ce qui suit que ces coefficients, qui definissent dans l'optique 
solitonique les conditions de bords, n'ont pas d'effet sur le comportement dominant des 
quantites thermodynamiques. Nous n'avons done pas besoin d'en tenir compte. 

Continuons notre raisonnement. Le nombre d'impuretes est par definition: N = 
D irnp L, oil la taille du systeme L est supposee grande, de sorte que N >> 1. De meme, si 
Ton se place a temperature finie T, comme les excitations physiques sont non-massives, on 
a: Ni = otiTL >la petit T (les sont de coefficients fixes). Les matrices d'adjacence 
sont done dominees par leur valeur propre de Perron-Frobenius: 

Calculons maintenant l'entropie par unite de longueur S/L, a basse temperature: (S = 
log ft) 

V 

S/L ~ D imp log A + T a i l °S x * 

i=l 

Dans la limite T — > 0, la contribution des excitations physiques disparait, ce qui est 
normal (un gaz d'electrons n'a pas d'entropie a temperature nulle); par contre subsiste 
la contribution log A par impurete, qui est celle que nous recherchions 6 ^. 

On conclut alors comme dans [III. 5]: quand l'impurete est un spin SU(N) nor- 
mal (sous-ecrantage), A est la dimension de la representation de l'impurete, ce qui est 
conforme au raisonnement naf ("l'entropie a temperature nulle est le logarithme de 
la degenerescence du vide"). Par contre, quand l'impurete est un spin SU q (N) (sur- 
ecrantage), e'est maintenant la dimension quantique qui remplace la dimension usuelle 
de la representation (comme valeur propre la plus grande de A), ce qui lui confere une 
signification physique interessante. 

6 ^ Remarquons l'interet d'avoir suppose, a la difference de [III], qu'il y a une densite finie 
d'impuretes: ceci nous evite d'avoir a retirer explicitement la contribution des electrons a 
l'entropie, ce qui serait sinon rendu necessaire par le fait que Ton melange differents ordres de 1/L. 
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4-3.3. Etude en champ magnetique 

Plagons-nous enfin a temperature nulle et en presence d'un champ magnetique: on 
peut alors resoudre exactement les TBA. Les informations que nous allons en extraire 
confirmeront les resultats obtenus a temperature non-nulle. 

Pour faire les calculs, nous nous placerons a iV = oo, et nous reprendrons les calculs 
du 4.2. Ceci n'est absolument pas indispensable, puisqu'on sait faire les calculs exacte- 
ment a N fini (section jTTTJ) , mais comme nous l'avons deja affirme au 4j , les corrections 
en 1/N ne changent pas la physique contenue dans le comportement dominant a iV — ► oo, 
et les formules a iV = oo sont nettement plus claires. 

Les TBA du mo dele de Kondo generalise sont les memes que celles du mo dele 
de WZW, et on peut done reprendre les resultats obtenus precedemment: la fonction 
d'energie e + = lim7^ ^l°g(l + fft)/ s\n{Txr/N) vaut 

e +( w ) = -iB7viy^—e luujlos(lu/e(uj - l0)) T(l + ivu))' 1 
u> — iO 

en transformee de Fourier u de ( — Co, ou le decalage Co est de la forme Co = log (5 / Bk) 
avec (cf Eq. (|OID ) 

e z/(logi;-l) 

Bk = Tk WTW <4 ' 23) 

Bk acquierera pour nous la signification d'energie de transition en champ magnetique: 
Bk est evidemment du meme ordre que Tk, avec un facteur numerique donne par (4.23). 

Ensuite, on a besoin de l'expression de e + (x,y,C) pour tout x (rappelons que 
pour x 7^ v, e(x,y,Q > 0). La encore, le formalisme d'operateurs differentiels a 
N = oo nous permet d'exprimer la reponse de maniere particulierement elegante: 
e + (x, y, C) = smy e + (x, C) avec (en transformee de Fourier) 

{sinh(xci;) . / N , 
smh.(iruu) K ' ~ (4.24) 

e-^-^^e+iuj) + B(x - irv)5(u) x>nv 

Finalement, on calcule l'energie libre d'une impurete de tableau rectangulaire 
(xN/n) x (yN/n) grace a la formule (4.18), soit dans la limite N — > oo et en Fourier, 

N 2 1 
F(x,y,u) ~ sin y— — ^e(x,u) 

TV Z 1 + <JJ 

avec, en tenant compte du decalage, £ = —Co = log (.Br- /.B). Le fait que F ~ A^ 2 est 
normal puisque Ton a affaire a un tableau de Young avec un nombre de boites de l'ordre 
de A^ 2 . Posons done f(x,u>) = e + (x, w)/(l + us 2 ). Nous avons represente sur la figure ^S] 
la structure analytique de la fonction f(u) = f(x = tvu,uj) = e + (iv)/(l + u 2 ). 
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Fig. 48: Structure analytique de f(uj). Les zigzags representent une coupure, les 
points des poles. 




Fig. 49: L'energie libre f/B de l'impurete ecrantee en fonction de ( = —logB 
(B K = 1) et deR v = 1/2, x = ttv. 

Examinons separement les differents regimes: 
• Regime ecrante. 

Supposons tout d'abord que B < Bk (faible champ magnetique). Alors, ( > 0, et 
l'integrale f(() = ^- J du exp(—iuQf(u) n'attrape que le pole enw = —i, d'ou la valeur 
exacte: /(C) = — \e + {u = —i)e~^. En remplagant C par sa valeur et en remarquant les 
compensations qui se produisent entre e + (u = —i) et la definition de Bk, on obtient: 

J-K * 

Cette expression est a comparer avec l'equation (III.4.8) (dont le domaine de validite est: 
T — > 0, B ~ T): en prenant T = et — > oo dans cette derniere, on retrouve (4.25) 65 . 



65 II faut faire attention que les conventions de normalisation du second membre des TBA 
ne sont pas les memes (dans [III], elles ne sont pas adaptees a la limite de grand N). La 
correspondance est donnee par: Y.(B a f = (N/2)B 2 , T K = 4T sm(ir/N). 
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Notons que la forme particulierement simple de (4.25) n'est valable qu'a iV = oo, 
puisque les corrections en 1/N font apparaitre des poles en — ni (n entier), done des 
puissances (entieres) superieures de B. 

Si B > Bk (fort champ magnetique), au contraire, ( < et on s'interesse au demi- 
plan complexe superieur de la figure f|8|. Tout d'abord, on attrape le pole en u = iO qui 
correspond a la valeur limite /(£ = — oo) = nuB; ensuite, on doit tenir compte de la 
coupure: on voit qu'on est ramene a calculer l'integrale 



Bp 



+00 



du 



sin(7nu) e^'^e 



uC/Vp— tt(log u-1) 



U 



Y{l-u){l-u 2 /u 2 ) 



(u = —ivuS) avec une prescription pour eviter le pole en u = v. Dans la limite £ — > —00, 
celui-ci ne nous interesse pas car l'integrale est bien evidemment dominee par le demarrage 
de la coupure a u ~ 0; en developpant, on obtient: 



d'ou finalement 

f{B) B =°° nvB 



/"TOO 

Btxv \ due uC/ "(l - ulogu + 0{u)) 
Jo 

v v 2 \og[log{B/B K )} 



+ 



1 



\og(B/B K ) \og{B/B K ) 2 \\og(B/B K ) 2 , 
L'interpretation de ce resultat est claire: le developpement a B — > 00 est celui de couplage 
faible, autrement dit la liberte asymptotique. Le premier terme ttuB, soit plus explicite- 
ment F ~ ^5- siny nuB, n'est autre, comme on le verifie par un calcul explicite, que 
l'energie d'un spin libre dans la representation / x (yN/n) en champ magnetique B. Les 
deux termes suivants s'identifient au developpement perturbatif au premier ordre en la 
constante de couplage renormalisee (a l'echelle £?), elle-meme developpee a deux boucles. 
• Regime sur-ecrante. 




4.0 

B 



Fig. 50: L'energie libre f/B de l'impurete sur-ecrantee. v = 1/2, x = ttv/2. 
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Fig. 51: L'energie libre f /B de l'impurete sur-ecrantee. v = 2, x = ttu/2. 
On a cette fois: f(x,oj) = ain ^( xu ) f^) avec x < ^v. 

En faible champ magnetique (B < Bk), on a deux types de poles: le pole de f(uj) 
a u> = — i et les poles de 1/ sinh(7rz/u;) a a; = —in/u (n entier). Ceci correspond a la 
competition entre les deux operateurs perturbants au point fixe infra-rouge. De maniere 
generale, on a un developpement a petit B du type: (v 7^ 1) 



f(B)/B = c 




et selon que v < 1 ou v > 1, c'est le premier terme ou le second qui domine. Quand v = 1, 
on a un pole double, d'ou en transformee de Fourier un terme en (e ~ < * , soit finalement 
f(B)~ c £lo g (B K /B). 

Ce resultat confirme que, dans le regime dit sur-ecrante, l'impurete est en fait ex- 
actement ecrantee (au point fixe infra- ro uge) , puisque son aimantation a petit B est 
nulle. En termes de groupe de renormalisation, le point fixe infra-rouge n'est pas le point 
de couplage fort (couplage infini), ou l'impurete serait reellement sur-ecrantee par les / 
saveurs d'electrons; en effet, ce dernier est instable, et le point fixe IR correspond a un 
point fixe non-trivial correpondant a une valeur finie du couplage impuretes/electrons. 

Ce resultat montre aussi que les exposants critiques a B > 0, T = sont distincts de 
ceux a T > 0, B ~ T: ceci s'explique [93] par le fait que, dans la limite T — > a B fixe, 
on "tue" certains modes (ceux qui sont associes au nombre quantique U q (sl(N))) rendus 
massifs par le champ magnetique. 

En fort champ magnetique (B > Bk), on trouve des resultats identiques au cas 
ecrante: le comportement dominant est f(B) ~ xB, correspondant a un spin libre 
(xN/tt) x {yN/n)] puis on a des corrections logarithmiques caracteristiques de la lib- 
erte asymptotique. 
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Fig. 52: L'energie libre f /B de l'impurete sous-ecrantee. v = 1/2, x = Sttv. 

• Regime sous-ecrante. 

L'equation (4.24) montre que f(x, to) a maintenant a la fois des poles enu = ±i0 (la 
fonction S(u) contribue aux deux), et des coupures demarrant en u> = ±i0. On trouve 
facilement, par les memes methodes que precedemment, que 



plus les corrections logarithmiques de la liberte asymptotique ( ultra- violette et infra- 
rouge) . 

4-3.4- Lien avec I'approche de theorie conforme de Kondo 

Nous allons terminer cette these par une comparaison des deux approches principales 
qui ont ete developpees pour etudier le modele de Kondo: I'approche de l'Ansatz de Bethe 
et I'approche de Theorie Conforme avec bord (pour cette derniere, voir la revue [99]). 
Notons tout de suite que ces deux approches font appel a des mathematiques differentes: 
l'une est liee a l'integrabilite, done aux groupes quantiques, tandis que l'autre est liee aux 
algebres de Kac-Moody. Le modele de Kondo sur-ecrante fournit un exemple concret de 
"dictionnaire" des correspondances entre ces deux approches et les objets mathematiques 
associes; nous allons donner certaines de ces correspondances. Ce qui suit se veut etre une 
simple suite de remarques sur I'approche de theorie conforme de Kondo, dont certaines 
meriteraient sans doute d'etre plus developpees. 
• Theorie conforme et groupes quantiques. 

En dehors des modeles integrables, les groupes quantiques jouent egalement un role 
important en theorie conforme. Ceci peut paraitre naturel puisque toutes les theories 




B 
B 



oo 
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conformes connues peuvent egalement etre considerees comme des modeles integrables. 
Cependant, la maniere dont les groupes quantiques apparaissent dans les theories con- 
formes (par exemple a travers les relations d'echange et de fusion) ne permet pas de les 
relier de fagon evidente a ceux qui apparaissent dans les modeles integrables. Nous allons 
a present fournir quelques indications sur ce lien dans le cas de la theorie conforme de 
WZW SU(N) au niveau /. 

Rappelons qu'une des donnees fondamentales d'une theorie conforme est constitute 
par les regies de fusion verifiees par les operateurs primaires pour l'algebre de symetrie 
de la theorie. Ainsi, dans WZW SU(N) niveau /, l'algebre de symetrie en question 
est constitute de deux copies (holomorphe et anti-holomorphe, ou gauche et droite) de 
(l'algebre enveloppante de) l'algebre de Kac-Moody SU (N) au niveau /, et les operateurs 
primaires qui sont indexes par une representation R de SU(N) dont le tableau de 
Young a moins de / colonnes, satisfont symboliquement: 

ou ~ signifie que Ton a garde les operateurs primaires qui apparaissent dans le 
Developpement en Produit d'Operateurs de $^ et <&r/. La matrice (Ar)^, = A RR/ 
se trouve etre exactement egale a la matrice de produit tensoriel tronque de la rep R de 
U q (sl(N)) avec q = — exp(— iir/(f + N)) ||10P] . Ceci suggere qu'il existe un groupe quan- 



tique sous-jacent qui determine les regies de fusion de WZW. Dans l'esprit de la formule 
(fOD, on conjecture que les operateurs primaires qui sont dans la representation 
R pour les deux sous-algebres horizontales SU(N)l et SU(N)r se decomposent en 
operateurs chiraux qui sont eux, des multiplets de la meme representation R, mais a 
la fois pour SU(N) (gauche ou droit selon la chiralite) et pour le groupe quantique 
U q (sl(N)). Cette hypothese est corroboree par la construction explicite des multiplets 
de groupe quantique associes aux operateurs primaires (operateurs de vertex ecrantes 
[101]) dans un Hilbert un peu elargi, de fagon a ce que la symetrie ne soit plus "cachee". 

Une fois cette construction faite, il est tentant d'identifier le groupe quantique 
U q (sl(N)) ainsi obtenu avec celui qui apparait dans l'Ansatz de Bethe. Rappelons que 
ce dernier est la sous-algebre horizontale d'un groupe quantique affine U q (sl(N)), et qu'il 
agit non pas sur les operateurs de vertex mais sur les etats asymptotiques de la theorie, 
qui est done definie sur un espace non-compactifie. En particulier, dans les notations de 
la theorie conforme, on peut dire que Taction du groupe quantique affine commute avec 
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les generateurs L_i et L-\ de l'algebre de Virasoro (quantification "sur le plan"; voir 
[102] pour une remarque similaire sur les Yangiens), mais pas avec Lq et Lq (qui recon- 
stitueraient le Hamiltonien si l'on utilisait la quantification "sur le cylindre"). Heureuse- 
ment, on constate que la sous-algebre horizontale U q (sl(N)), a, de par la definition de 
la gradation (cf remarque sur gradation et "spin" au 2.1.3) un "spin" nul, c'est-a-dire 
qu'elle commute aussi avec Lq et Lq, comme il se doit. Ceci revient encore a dire que 
la symetrie de groupe quantique (non affine) peut subsister sur un espace compactifie, 
comme on l'a deja vu precedemment. II n'y a done pas d'obstacle de principe a identifier 
le groupe quantique de la theorie conforme et celui de l'Ansatz de Bethe. 
• Theorie conforme avec bord et groupes quantiques. 

Pour decrire le modele de Kondo, nous avons besoin d'un type de theorie conforme 
legerement different de ce qui a ete considere ci-dessus: une theorie conforme avec bord 
103|| . Considerons done la theorie de Nf fermions libres sur un cylindre de rayon (3 = 1/T 
et de taille finie L (au final L — > oo), les conditions aux bords du cylindre etant libres. 
Comme nous l'avons deja vu, ces conditions aux bord nous permettent de considerer 
une theorie equivalente constitute d'une seule chiralite de fermions; ceci se repercute sur 
l'expression de la fonction de partition: 

Z= E -^.rxS^V^-X* 55 (4.26) 

R,R',r 

(ou R, R\ r parcourent les representations de $l(N)j, sl(f) N , u(l)) qui, au lieu d'etre 
quadratique en les caracteres, est lineaire en ceux-ci. Les caracteres sont evalues en 
e~' 7r P> L . Les coefficents aa,R' , r ont ete calcules dans [97]: d'apres le lien evoque plus haut 
entre representations de sl(N), et de U q (sl(N)), il est souhaitable de reinterpreter ces 
coefficients en termes de groupes quantiques. Pour cela, nous remarquons que le secteur 
de spin, lie a l'algebre sl(N)j, possede un groupe quantique U q (sl(N)), q = — /^+ N \ 
tandis que le secteur de saveur lie a sl(f) N possede un groupe quantique U q (sl(f)), avec 
le meme q. Par dualite rang-niveau, ces deux groupes quantiques ont la meme theorie 
de la representation, et nous pouvons identifier leurs representations: ceci se reflete dans 
les coefficients a^R'^ par le fait que aR ; R> jr 7^ implique R' = R T (tableaux de Young 
transposes Fun de l'autre). Ceci est un signe - mais pas une demonstration, bien sur 
- que la recombinaison des secteurs de saveur et de spin, grace aux coefficients a^K'.rj 
reconstitue une symetrie de groupe quantique cachee, alors que si l'on considere le secteur 
de spin isolement, la symetrie n'est apparemment pas cachee. 
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• Point fixe infra-rouge de Kondo et hypothese de fusion. 

Continuons sur la voie du paragraphe precedent en essayant de faire le lien avec le 
modele de Kondo. Rappelons que dans celui-ci, quand on se ramene de 3 dimensions 
d'espace a une seule, on se retrouve avec un systeme de fermions dermis sur l'intervalle 
[0, L] (L — > oo), et l'impurete placee en x = 0. On voit done que pour incorporer 
l'impurete dans le formalisme du paragraphe precedent, il suffit de modifier les condi- 
tions aux bords a l'un des bouts du cylindre. Ces dernieres brisent l'invariance conforme 
du modele, mais, aux points fixes ultra-violet et infra-rouge, elle est restauree. Le seul 
point fixe non-trivial est le point fixe IR de Kondo sur-ecrante, et e'est sur celui-ci que 
nous allons nous pencher a present. 

L'impurete sur-ecrantee est, on Fa vu, un spin du groupe quantique U q (sl(N)); 
d'apres le lien evoque plus haut entre operateurs primaires et representations de groupes 
quantiques, il est naturel de supposer que l'impurete, dans l'infra-rouge, va modifier la 
maniere dont les differentes representations de sl(N)j- apparaissent dans la fonction de 
partition. Plus precisement, conformement a ce qu'on a vu au 2.3.3, au lieu d'avoir les 
conditions aux bords caracteristiques d'une symetrie cachee (spin U q (sl(N)) total nul, 
done R' = R T dans la fonction de partition ( |4.2G| )), on va avoir un spin total egal a 



celui de l'impurete sur-ecrantee (cf figure p6|) . On aboutit done a I'hypothese de fusion 



suivante: au point fixe IR, la fonction de partition surecrantee est donnee par 

Z= K'^rxT^^X^ (4-27) 

R,R',R",r 

ou A est la matrice d'adjacence de la rep de l'impurete. Ceci est exactement I'hypothese 
de fusion conjecturee dans [104]. On montre qu'elle donne effectivement les resultats 
physiques que Ton attendait au point fixe infra-rouge sur-ecrante, et en particulier 
l'entropie a temperature nulle. 

Terminons sur un commentaire concernant I'hypothese de fusion: dans tous les 
cas que nous avons considered, la representation de groupe quantique de l'impurete ha- 
billee (IR) s'avere etre la meme, modulo une symetrie de l'algebre des representations de 
U q (sl(N)), que la representation SU(N) de l'impurete nue (UV). C'est ce qui a permis 
de deviner I'hypothese de fusion appropriee sans avoir a resoudre explicitement le modele 



66 C'est en ce sens que l'impurete est le facteur "declenchant" qui met en lumiere la symetrie 
cachee U q (s\(N)). 
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(par l'Ansatz de Bethe par exemple). Cependant, cette coincidence des representations 
n'a pas de raison d'etre maintenue dans le cas, par exemple, d'impuretes appartenant a 
des tableaux de Young non-rectangulaires. Dans ce cas-la, il parait difficile de trouver 
l'hypothese de fusion sans avoir deja resolu le modele de fagon independante. 
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Conclusion 



II est a present temps de tirer quelques conclusions du travail effectue, et de degager 
quelques idees sur les possibilites de developpements ulterieurs. 

Comme on a pu le voir, l'Ansatz de Bethe est un outil puissant, qui permet de sonder 
la physique non-perturbative de modeles de physique bidimensionnelle. Les modeles sol- 
ubles ne sont bien sur pas arbitraires, mais on peut esperer que bon nombre de proprietes 
que l'on observe chez eux, sont presents meme dans des modeles non-integrables. Citons 
egalement le fait que l'Ansatz de Bethe diagonalise le Hamiltonien de la theorie dans 
une base qui a une interpretation naturelle: dans la limite thermodynamique L — > oo, 
c'est celle des etats asymptotiques, composes de ( quasi- )particules dont la diffusion est 
factorisee. Dans la limite d'echelle relativiste, on retrouve ainsi la vision intuitive des 
theories des champs integrables. Enfin, les Equations d'Ansatz de Bethe Thermody- 
namique et les Equations Non-Lineaires Integrates permettent des calculs explicites de 
quantites thermodynamiques. 

Cependant, il faut aussi constater les limitations de l'Ansatz de Bethe. Ainsi, le 
developpement perturbatif usuel en diagrammes de Feynman, qui correpond par exemple 
au developpement de haute temperature de l'energie libre des theories asymptotique- 
ment libres, est paradoxalement difficile voire infaisable par l'Ansatz de Bethe; de plus, 
l'identification exacte de la constante de couplage renormalisee, et done de la fonction 
(3 exacte est generalement impossible, a cause des methodes de regularisation speciales 
employees pour l'Ansatz de Bethe. II parait egalement difficile d'en extraire les fonctions 
de correlation des observables; ceci est d'ailleurs l'objet de recherches actives dans le 
domaine des modeles integrables (facteurs de forme, etc). 

Signalons enfin quelques extensions possibles des travaux contenus dans cette these. 
Tout d'abord, on peut considerer des generalisations supersymetriques des equations du 
chapitre 2: on a des families de deformations des super-algebres de Lie, qui donnent 
lieu a de nouvelles Equations d'Ansatz de Bethe. Bien que celles-ci aient deja ete large- 
ment etudiees, il serait interessant de classifier de maniere generale leurs proprietes, dans 
l'esprit de ce qui a ete fait au chapitre [2|. 

Ensuite, les NLIE presentees au |3.3| (pour le modele de Toda affine complexe) doivent 
pouvoir s'etendre aux modeles fusionnes; ainsi, le modele a 19 vertex admet une NLIE, 
dont il serait interessant de prendre la limite d'echelle relativiste. La structure des NLIE 
doit rester plus simple que celle des TBA correspondantes, mais tout de meme plus 
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compliquee que dans le cas non-fusionne: les NLIE sont-elles alors encore des sortes de 
"fonctions de comptage physiques" ? Y a-t-il encore "resommation des magnons" associes 
a la symetrie g ? II y a la une analyse qu'il reste a effectuer. 

Venons-en finalement au modele de Kondo generalise. L'etude qui en a ete faite 
au 4.3 est quelque peu incomplete. Tout d'abord, les resultats proposes ne sont pas 
tous sous une forme qui ait un sens physique direct: ainsi, il serait interessant de re- 
lier les matrices S impurete/excitations physiques a la resistivite, qui est elle observable 
"experimentalement" . Dans le meme ordre d'idees, il faudrait relier de maniere plus 
precise les resultats de l'Ansatz de Bethe avec ceux obtenus par des methodes de theorie 



conforme: ceci suppose de developper plus longuement les considerations du \4-3.4 - 

Ensuite, il serait interessant de briser la symetrie SU(f), de fagon a considerer des 
saveurs qui ont des couplages d'intensite inegale avec l'impurete. Ce probleme n'est pas 
resolu a l'heure actuelle, car il n'est pas evident, si Ton considere des constantes de cou- 
plage generique pour chaque saveur, de preserver l'integrabilite. Cependant, des travaux 
recents suggerent que cela est possible, mais cela n'a pas ete montre explicitement au 
niveau des Equations d'Ansatz de Bethe. 

II reste enfin un cas ou le modele de Kondo generalise n'a pas ete etudie: celui ou 
les impuretes appartiennent a des tableaux de Young non-rectangulaires. Le cas non- 
rectangulaire presente un interet particulier; il devrait permettre de tester sur un cas 
non-trivial l'idee intuitive qui se degage de la solution par l'Ansatz de Bethe (du cas 
rectangulaire) : l'impurete, au point fixe infra- rouge, et quel que soit le regime, peut etre 
consideree comme un complexe forme de l'impurete nue et d'un certain nombre d'electrons 



(figure |53|) . 
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Fig. 53: Impurete nue/impurete ecrantee. Sur cette figure, N = 5, / = 4. A 
gauche, sous-ecrantage d'une impurete 3x6; a droite, sur-ecrantage d'une impurete 
3x3. Les boites en pointille sont les boites des electrons qui vont se coller a 
l'impurete. 
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Dans le cas rectangulaire sur-ecrante, cette vision est indistinguable d'une autre 
vision plus naive, qui consiste a dire que le spin SU(N) de l'impurete nue s'est "trans- 
forme" en le meme spin U q (si(N) de l'impurete habillee (et qui conduit a l'hypothese de 
fusion). Le cas non-rectangulaire devrait permettre de trancher. 

On peut encore utiliser l'Ansatz de Bethe pour resoudre le modele avec impuretes 
non-rectangulaires, mais comme l'hypothese de corde n'est alors plus valable, il est impos- 
sible d'appliquer le formalisme des BAE continues et des TBA. Cependant, rien n'empeche 
de court-circuiter les TBA et d'utiliser directement les equations de fusion. Pour cela, il 
est necessaire de considerer des equations de fusion pour des tableaux non necessairement 
rectangulaires. Ces equations existent, on peut meme en ecrire de toutes sortes: reste 
a determiner lesquelles sont utiles, et comment y incorporer l'effet des electrons sur 
l'impurete, ce qui doit conduire aux equations de fusion modifiees. II ne semble pas 
y avoir de difficulte particuliere a cette approche, et elle parait done particulierement 
prometteuse. 



modulo une conjugaison, comme on le voit sur la figure 53; ce qui est peut-etre decelable 
dans le signe de certaines expressions. 
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Appendice 

Dans cet appendice sont regroupes les cinq articles que j'ai ecrits durant ma these. 
Le premier article [I] a ete publie: sa reference est Nucl. Phys. B497 (1997), 725. Le sec- 
ond article [II], qui est la suite du premier, a ete accepte pour publication dans Commun. 
Math. Phys. Le troisieme [III], ecrit en collaboration avec N. Andrei, a ete accepte dans 
Nucl. Phys. B. Le quatrieme [IV] a ete accepte dans J. Phys. A. Enfin, le cinquieme [V], 
ecrit avec V. Kazakov, n'a pas encore ete soumis. 
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